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前 言 》 


高 等 数学 研究 的 对 象 是 函数 ,其 定义 域 与 值 域 大 多 都 在 实数 集 R 中 ， 

例如 函数 
f:R—>R, 
定义 为 
ON ll 

我 们 研究 了 这 类 函数 的 极限 、 连 续 、 可 导 、 可 积 等 性 质 。 

泛 函 分 析 研 究 的 主要 对 象 是 定义 域 与 值 域 都 在 无 限 维 空间 中 的 算 子 
(也 叫 映射 ) ,例如 算 子 

二 
定义 为 
(Tx) (1) =| zds, Vs Ee Ga 


这 里 的 C([a,6b]) 表 示 在 区 间 [a,6b] 上 连续 的 所 有 函数 所 构成 的 空间 ， 
C'([a ,6]) 表 示 在 区 间 [a ,6] 上 连续 且 一 阶 导数 也 连续 的 所 有 函数 所 构 
成 的 空间 。 此 时 算 子 T 的 定义 域 不 再 是 “ 数 集 ”, 而 是 “函数 集 ” 
C(La ,6]) ,其 值 域 也 有 同样 的 特点 。 特 别 地 , 当 算 子 的 值 是 实数 时 , 称 算 
子 为 泛 函 ,“ 泛 函 ” 这 两 个 字 可 以 理解 为 “更 广泛 的 函数 ”。 

为 此 ,本 书 的 主要 内 容 包 含 两 个 方面 : 一 是 研究 各 种 不 同 空间 的 定 
义 与 性 质 ,二 是 研究 定义 在 这 些 空间 上 的 算 子 的 性 质 与 应 用 。 

“空间 理论 ”: 本 书 的 第 1 章 虽 然 是 预备 知识 ,但 本 质 是 研究 实数 空 
间 及 其 相应 函数 的 性 质 , 其 内 容 主要 来 源 于 高 等 数学 与 线性 代数 课程 。 
虽然 读者 都 接触 过 这 些 知 识 点 ,但 是 希望 大 家 不 要 轻易 跳 过 这 部 分 内 容 ， 
原因 之 一 在 于 里 面 的 一 些 知识 点 比如 极限 的 e-6 定义 是 我 们 本 书证 明 的 
主要 工具 ,希望 大 家 熟练 掌握 , 另 一 个 重要 的 原因 是 后 面 许多 新 的 概念 是 
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实数 空间 中 相应 知识 点 的 推广 ,把 实数 空间 中 的 内 容 理解 好 之 后 ,青学 习 新 的 内 容 
就 会 事半功倍 。 另 外 ,第 1 章 中 还 简单 列举 了 部 分 实 变 函数 的 内 容 , 比 如 勒 贝 格 积 
分 及 相应 的 可 积 函 数 空 间 等 ,这 部 分 内 容 是 高 等 数学 中 函数 积分 的 推广 。 

“推广 ”是 泛 函 分 析 的 一 大 特点 : 在 第 2 章 中 ,我 们 把 实数 集中 两 个 元 素 的 距 
离 概念 推广 到 一 般 的 距离 空间 ,并 用 来 研究 不 动 点 理论 ,此 理论 在 各 类 方程 解 的 存 
在 性 与 唯一 性 定理 中 起 到 了 最 关键 的 作用 ; 第 3 章 是 把 实数 空间 中 的 长 度 概 念 推 
广 到 赋 范 线性 空间 ,在 这 一 章 中 ,我们 不 但 研究 一 般 空间 中 元 素 的 长 度 ( 我 们 改称 
为 范 数 ) ,还 会 重点 研究 算 子 的 范 数 , 即 把 算 子 也 看 成 是 某 些 空间 中 的 元 素 ; 第 4 
章 研究 特殊 的 线性 空间 一 一 内 积 空间 ,在 此 空间 中 ,我 们 把 实数 之 间 的 数量 积 进行 
了 推广 ,从 而 使 得 赋 范 线性 空间 中 的 元 素 之 间 有 了 夹 角 ,并 重点 研究 了 正 交 (垂直 ) 
这 一 个 最 直观 的 性 质 以 及 这 些 内 容 在 最 佳 允 近 论 中 的 应 用 ; 第 6 章 的 核心 内 容 是 
如 何 定义 并 理解 索 伯 列 夫 空间 中 元 素 的 导数 ,为 此 ,本 章 首 先 定义 了 广义 导数 , 同 
时 从 积分 的 角度 又 研究 了 弱 导 数 及 其 与 高 等 数学 中 函数 的 导数 的 区 别 与 联系 ,并 
指出 广义 导数 与 弱 导数 的 定义 是 等 价 的 。 在 应 用 中 ,我 们 利用 弱 导 数 得 到 了 线性 
椭圆 方程 弱 解 的 存在 性 与 唯一 性 ,从 而 把 我 们 定义 的 新 空间 与 新 方法 投入 到 了 方 
程 解 的 存在 性 这 一 个 广阔 的 领域 中 。 我 们 用 下 面 的 图 表 把 泛 函 分 析 中 与 实数 空间 
中 有 关联 的 知识 点 进行 简单 的 对 比 : 


新 的 空间 实数 空间 中 知识 点 名 称 | ”新 的 知识 点 名 称 应 用 举例 
距离 空间 距离 距离 (度量 ) 不 动 点 理论 

赋 范 空间 长 度 范 数 ( 模 ) 泛 函 延 拓 等 基本 理论 
内 积 空间 数量 积 内 积 最 佳 双 近 论 

索 伯 列 夫 空间 导数 广义 导数 ( 弱 导 数 ) | 椭圆 方程 的 弱 解 


“ 算 子 理论 ”: 类 似 于 高 等 数学 研究 的 是 定义 在 实数 集 上 的 函数 , 泛 函 分 析 的 
男 一 个 研究 重点 是 定义 在 上 述 空 间 中 的 线性 算 子 的 性 质 与 应 用 。 本 书 研究 的 算 子 
主要 包括 : 线性 算 子 、 连 续 算 子 、 有 界 算 子 、 无 界 算 子 、 紧 算 子 、 投 影 算 子 、 共 罗 算 子 
等 。 作 为 算 子 理论 的 应 用 ,我 们 研究 了 压缩 映射 定理 、 最 佳 通 近 的 问题 ,. 泛 函 延 拓 
定理 ,共鸣 定理 、 逆 算 子 定理 (后 面 这 三 个 定理 是 第 5 章 的 研究 内 容 ) 以 及 线性 椭圆 
方程 弱 解 的 存在 性 等 。 当 然 , 泛 函 分 析 的 应 用 远 不 止 如 此 ,其 他 重要 的 理论 比如 侍 
里 叶 变换 、 算 子 的 谱 理论 . 变 分 理论 等 ,因为 篇 幅 有 限 或 者 内 容 过 于 复杂 等 原因 本 
书 并 没有 涉及 。 另 外 ,需要 指出 的 是 ,本 书 中 的 大 部 分 内 容 虽然 在 复数 集中 都 成 
立 , 但 为 了 内 容 的 简练 与 学 习 的 方便 ,本 书 所 有 的 知识 点 都 是 在 实数 集中 进行 
讨论 。 

本 书 的 一 个 特点 是 起 点 低 。 我 们 知道 学 习 泛 函 分 析 的 读者 , 既 有 经 过 专业 训 


4 前言 


练 的 数学 系 高 年 级 的 学 生 , 也 有 只 接触 过 高 等 数学 .线性 代数 等 基本 数学 课程 的 工 
科 类 专业 的 学 生 , 尤 其 是 后 者 或 许 都 没有 学 过 泛 函 分 析 的 基础 课 : 实 变 函数 。 为 
此 ,本 书 的 假设 读者 为 只 是 了 解 高 等 数学 与 线性 代数 的 相关 知识 的 非 数 学 类 的 学 
生 。 本 书 定义 与 定理 的 陈述 尽量 地 使 用 简单 易 懂 的 语言 ,并 尽量 与 之 前 的 知识 点 
进行 比较 ,以 消除 读者 对 新 的 知识 点 的 突 无 感 ,让 读者 更 容易 理解 新 的 概念 。 举 个 
例子 ,在 第 1 章 中 ,我 们 省 略 了 区 间 套 定理 有限 覆盖 定理 集合 论 ,测度 论 等 “ 隐 星 
难 懂 ” 的 内 容 , 只 是 用 “有 理 数 可 数 ,其 长 度 为 零 ” 这 一 个 容易 理解 的 知识 点 来 学 习 
“性 质 不 好 ”的 集合 与 “性 质 不 好 ”的 函数 ,并 用 狄 利克 雷 函 数 来 理解 高 等 数学 中 的 
积分 与 我 们 新 的 勒 贝 格 积分 的 异同 。 因 此 ,本 书 的 部 分 内 容 显得 不 是 很 严 并 ,好 在 
我 们 给 出 了 大 量 的 参考 文献 ,部 分 内 容 还 给 出 了 在 参考 文献 中 的 具体 页 数 , 以 便 有 
兴趣 的 读者 进行 查阅 。 

本 书 的 另 一 个 特点 是 用 大 量 的 例子 (包括 反例 ) 去 理解 新 定义 的 空间 与 算 子 ， 
这 些 例 子 几乎 都 给 出 了 详细 的 证 明 与 求解 ; 每 一 童 的 后 面 还 附 有 一 定量 的 练习 
题 ,并 在 书 末 给 出 了 详细 解答 ,以 便 读者 检验 自己 的 学 习 水 平 与 深度 。 男 外 ,因为 
本 书 的 目的 之 一 是 作为 工科 类 高 年 级 学 生 或 者 研究 生 的 教材 ,所 以 书 中 列举 了 一 
些 应 用 方面 的 例子 ,比如 信号 处 理 中 的 线性 系统 、 分 布 参数 控制 系统 中 的 人 口 演 化 
问题 ,分布 空 间 、 信 号 的 相似 性 .力学 中 的 对 偶 性 和 能 量 等 ,这 些 例子 将 帮助 读者 能 
够 把 泛 函 分 析 的 知识 与 自己 的 专业 尽快 地 结合 起 来 。 

“ 实 变 函数 学 十 遍 , 泛 函 分 析 心 犯 寒 ”, 类 似 的 顺口 溜 说 明 相关 知识 点 确实 有 一 
定 的 难度 ,但 我 们 坚信 中 要 读者 找 对 方法 并 坚持 不 懈 , 一 定 会 从 本 书 中 得 到 很 大 的 
收获 。 

笔者 水 平 有 限 , 玻 漏 错误 难免 , 敬 请 读者 和 专家 们 批评 指正 。 


编著 者 
2019 年 5 月 
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预备 知识 


本 章 首先 复习 高 等 数学 及 线性 代数 中 的 一 些 知识 ,比如 数列 与 函数 的 收敛 、 函 
数列 的 一 致 连续 等 ; 其 次 介绍 更 一 般 的 积分 一 一 勒 贝 格 积分 及 其 性 质 ; 最 后 给 出 
线性 空间 及 线性 算 子 的 定义 及 性 质 。 这 些 知识 是 本 书 的 基础 ,其 中 一 些 比 如 极限 
的 s-6 定义 是 本 书 常用 的 证 明 工 具 , 希 望 读者 熟练 掌握 并 应 用 。 

本 书 使 用 R 表示 实数 集 ,Q 表示 有 理 数 集 ,Z 表示 整数 集 ,Z+ 表示 正 整数 集 ， 
即 Z+ =={1,2,…})。 


1.1 确 界 与 最 值 


定义 1.1.1 设 X 是 实数 集 R 中 的 非 空子 集 , 如 果 MER 是 X 的 最 小 上 
界 , 即 
(1) VaEX, 有 ao 委 M， 
(2) YaEX, 若 o 委 0, 则 M6， 
那么 称 M 为 X 的 上 确 界 , 记 作 M=supX 一 SuR{Z)。 
定义 1.1.2 设 X 是 实数 集 R 中 的 非 空 子 集 , 如 果 m ER 是 X 的 最 大 下 
界 , 即 
(1) VaEX, 有 a 宇 m， 
(2) VaEX, 若 a 之 d, 则 mm 这 d， 
那么 称 m 为 X 的 下 确 界 , 记 作 m=infX= in{f (zx) 

定义 1.1.3 若 集 合 X 的 上 确 界 MEX, 则 称 M 为 X 的 最 大 值 , 记 作 

M 一 maxX —max{z }; 


若 集合 X 的 下 确 界 mEX, 则 称 mx 为 X 的 最 小 值 , 记 作 
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m=minX 一 min{ 工 )。 
EX 
例 1.1.4 
(1) sup[0,1]=1=max[0,1],in{[0,1]=0= min[0,1]; 
(2) sup(0,1) 王 1,max(0,1) 不 存在 ; 
(3) inf(0,1) 二 0,min(0,1) 不 存在 。 


1.2 数列 收敛 与 实数 完备 性 


在 这 一 节 中 ,我 们 复习 高 等 数学 中 数列 的 收敛 及 其 性 质 ,并 利用 柯 西数 列 来 理 
解 实 数 空间 的 完备 化 。 
1. 数列 收敛 
定义 1.2.1(s-6 定义 ) 设 {x,}) 为 实数 集 R 中 的 数列 ,常数 ER, 如 果 
Ve>0,3NE2Z-+ ,使 得 当 z>>N 时 ,下 式 成 立 
| 二 一 本 | 六 5 
那么 称 数列 {z, } 为 收敛 数列 且 收 敛 于 a (或 者 极限 为 wa); 记 为 rz, 一 a(z 一 co)， 
或 者 
定义 1.2.2 对 于 R 中 的 数列 {z, }, 若 存在 常数 M>0 使 得 
|z I<M, vnE€Zt, 
则 称 数 列 {z,} 有 界 。 
注 ”收敛 数列 的 极限 必 唯 一 ; 若 数 列 收敛 , 则 数列 有 界 。 这 些 性 质 的 证 明 留 
为 课 后 作业 。 
定义 1.2.3 设 有 R 中 的 数列 {x}, 车 Ve 二 0, 3 N E21 ,使 得 当 n,m>N 
时 有 
| = | 
则 称 数 列 {x, } 为 柯 西 (Cauchy) 数 列 ,也 称 为 柯 西 列 ( 基 本 列 ) 。 
例 1.2.4 证 明 R 中 的 收敛 数列 是 柯 西 数列 。 
证 ” 若 在 及 中 一 z(02 一 co), 则 Ve>0,3NE2Z+ ,使 得 当 n,m 宇 N 时 有 


E E 
| z| 过 有， 医治 工 | 二 了 
根据 绝对 值 的 三 角 不 等 式 . 当 2”, 二 N 时 有 
E 
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所 以 {z,} 是 柯 西数 列 。 证 毕 
注 “虽然 收敛 数列 一 定 是 柯 西数 列 ,但 在 一 般 的 集合 中 柯 西数 列 不 一 定 收敛 ， 
这 主要 由 数列 所 在 的 集合 决定 的 。 比 如 ,数列 


1 > 
(aa) 

作为 实数 列 是 一 个 柯 西 数列 ,并 且 在 实数 集中 收敛 到 e。 但 在 有 理 数 集 Q 范围 内 ， 
虽然 也 是 一 个 柯 西数 列 , 却 没 有 极限 ,因为 e&Q 。 

2. 实数 集 的 完备 性 

虽然 一 般 情 况 下 柯 西 数列 不 一 定 收敛 ,但 实数 集中 的 柯 西 数列 一 定 收敛 。 

定理 1.2.5( 柯 西 收敛 准则 ) ”实数 集中 任 一 个 柯 西 数列 都 收敛 到 一 个 实数 。 

注 ”此 定理 称 为 实数 集 的 完备 性 。 根 据 上 面 的 例子 ,有 理 数 集 不 具有 完备 性 ， 
为 此 我 们 定义 了 无 理 数 并 把 研究 范围 扩展 到 实数 。 通 俗 地 说 ,人 们 在 研究 有 理 数 
收敛 的 过 程 中 ,发 现 有 些 收敛 点 不 是 有 理 数 ,为 了 研究 的 方便 与 严谨 ,人 们 把 那些 
不 是 有 理 数 (无 理 数 ) 的 收敛 点 与 有 理 数 集合 并 ,构成 新 的 集合 ,新 的 集合 称 为 实数 
集 。 这 个 过 程 就 是 集合 或 者 空间 的 完备 化 。 

另外 ,在 一 般 的 集合 中 对 柯 西 数列 附加 一 定 条 件 后 就 可 证 明 其 收敛 。 

例 1.2.6 在 任意 集合 中 ,证 明 有 收敛 子 列 的 柯 西 数列 一 定 收敛 。 

证 ” 设 数 列 {z, } 为 集合 X 中 的 柯 西数 列 , 即 Yes>0,3NiEZ- ,使 得 思 ,7 过 
Ni 时 有 


E 
| xz» CO— ZX, | 三 =; 


2 
设 {x,} 的 子 列 x,, a EX(ns 阅 00), 则 Ve 二 0，3 NE€27' ,使 得 当 n 二 N, 时 有 


外 
| zu 一 2 | 和 了; 
因此 当 ”xx 二 max{Ni,Ns} 时 ,得 到 
二 € 
| zw 一 4 | 委 |z 一 zw Ir, el<F+s oe 


所 以 数列 {z,} 收 人 于 EX。 证 毕 
1.3 ”函数 的 连续 与 罚 数 列 的 收敛 
1. 函数 的 连续 性 


函数 的 收敛 定义 与 数列 的 类 似 ,大 家 可 以 当做 练习 ,下 面 我 们 给 出 连续 的 


定义 。 
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定义 1.3.1(s-6 定义 ) ”假设 函数 f 的 定义 域 为 区 间 DCR ,zx。€ D。 如 果 
Ve 二 0,36 二 6(e ,xo) 记 0, 对 于 x ED 满足 
| | | | 
那么 称 函 数 f 在 zx。 处 连续 , 记 为 
lim f(z) =f (xo)。 
若 函 数 f 在 定义 域 D 上 的 每 个 点 处 都 连续 , 则 称 f 在 D 上 连续 。 
定义 1.3.2 假设 函数 f 的 定义 域 为 区 间 DCR ,车 Ye 二 0, 36=6(e) 记 0， 
使 得 Vx,yED 满足 
| 严 一 | 过 3 | f(r)— f(y) |<e, 
则 称 上 在 D 上 一 致 连续 。 
注 ” Q@ 在 高 等 数学 中 我 们 知道 ,连续 函数 有 很 多 好 的 性 质 ,比如 闭 区 间 上 的 
连续 函数 满足 有 界 性 定理 .最 值 定理 .零点 定理 、 介 值 定理 与 中 值 定理 ,等 等 。 
@ 函数 的 连续 性 与 一 致 连续 性 有 什么 区 别 呢 ? 函数 的 连续 性 是 一 个 局 部 概 
念 ,而 一 致 连续 性 具有 整体 性 质 。 比 如 , 连续 性 描述 的 是 f 在 zx。 点 的 局 部 性 态 ， 
其 中 的 $ 不仅 与 有关, 还 与 D 中 的 点 zu 有 关 , 但 一 致 连续 性 中 的 8 仅 与 s 有 关 。 
下 面 我 们 用 例子 来 理解 两 者 的 异同 。 


例 1.3.3 函数 /(z) 一 二 在 区 间 (0,1) 上 连续 但 不 一 致 连续 。 


证 (1) 为 了 证 明 连 续 , VzuE(0,1).YV0<s 到 1, 我 们 需要 找到 $ 之 0 ,使 得 
| = | | fl = fv) | 


为 此 ,分 析 如 下 : 
LE — Cals | 汪汪 人 
ro 
wt 
二 十 Ex rs 1 一 szo 
2 2 
Ew EZ0 
和 
故 取 
2 
Exo 
0 
则 有 


. 
rw | | co 一 让 | 2 < | 


To 
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故 f(z) 一 二 在 (0,D) 上 连续 。 


(2) 要 证 明 函 数 三 不 一 致 连续 , 即 是 证 明了 se 盖 0,V6>0, 可 以 找到 zu,zriE 
(0,1) 满 足 
Li why, | | f(zxo) fn) [es 


为 此 ,我 们 取 s 一 1,zu 一 二 ,zi 一 二 ,并 要 求 正 整数 ， 充 分 大 使 得 9> 亏 , 则 


1 I 
| n 2n 2n 0 

但 是 

| 二 

1 
所 以 函数 f(z) 一 二 在 区 间 (0,1) 上 不 一 致 连续 。 证 毕 

注 男 外 ,根据 
由 
limd =lim -一空 " =0, 


zo~0t zo=0+ 下 En 
也 可 以 看 出 不 存在 与 x。 无 关 的 6 二 0 使 得 不 等 式 (1. 3.1) 对 所 有 的 |zx 一 x。o| 达 6 
都 成 立 。 
由 上 例 知道 开 区 间 上 的 连续 函数 不 一 定 一 致 连续 ,但 是 闭 区 间 上 的 连续 函数 
就 是 一 致 连续 的 。 下 面 的 证 明 可 参考 文献 [7]。 
定理 1.3. 4( 一 致 连续 定理 ) 若 函 数 f 在 闭 区 间 [a,b] 上 连续 , 则 了 在 
[a ,0 上 一 致 连续 。 
2， 函数 列 的 收敛 性 
定义 1.3.5 设 {f,) 是 定义 在 区 间 DCR 上 的 函数 序列 ,f 是 D 上 的 一 个 函 
数 。 如 果 VxzED,Ve>0,33N=NCe,z)EZ+ ,只 要 nN 就 有 
| C= (2 | 
那么 称 {f, ) 收 合 到 了 , 记 为 f, 王 fl(n 一 吕 )。 此 时 了 称 为 函数 列 {f,) 的 极限 函数 。 
定义 1.3.6 设 {f,} 是 定义 在 区 间 DCR 上 的 函数 序列 ,f 是 它 的 极限 函数 。 
若 VzED,Vs>0,3N=NC)E2Z- ,只 要 nN 就 有 
| FY | 
则 称 为 {f,} 在 D 上 一 致 收敛 于 三。 
注 ”类似 于 函数 的 连续 与 一 致 连续 ,从 定义 来 看 ,函数 列 的 一 致 收敛 就 是 把 收 
敛 中 描述 局 部 性 态 的 N (e ,zx ) 换 成 描述 整体 性 态 的 N (e )。 下 面 我 们 还 是 用 一 个 
例子 来 帮助 理解 它们 的 异同 。 
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例 1.3.7 函数 列 f, (xz) 二 zx” 在 [0,1] 上 收敛 到 了 ,但 不 是 一 致 收敛 ,其 中 


0 人 和 
f(r)= 
1 


We 
证 (1) 固定 zoE[L0,1], 根 据 函数 f, (zo) 二 xo 的 性 质 ,得 到 
l= Ns 
即 函 数列 f, (zx) 二 x” 在 [0,1] 上 收敛 到 了 ; 
(2) 要 证 不 一 致 收敛, 即 证 明 YNEZ+ ,3zE[0,1],3 了 es>0, 以 及 存在 2 二 N 
使 得 
| f(x)—f(z) | e。 


为 此 ,YNEZ+ , 取 s= 卫 >0 及 
L Ni 
六 -(3) a 
只 要 n= 二 N 十 1>N 就 有 
| Ri di | re = 了 >。， 
所 以 f, (xz) 二 x” 在 [0,1] 上 不 一 致 收敛 到 f。 证 毕 
注 上 例 也 说 明 即 使 对 于 连续 函数 列 , 也 不 能 保证 它 的 极限 函数 是 连续 的 。 
我 们 引入 函数 列 一 致 连续 性 概念 的 原因 之 一 就 是 它 具 有 下 面 好 的 性 质 。 
定理 1.3.8 设 {f,}) 是 定义 在 区 间 DPCR 上 的 连续 函数 序列 , 若 在 D 上 {f,} 
一 致 收敛 于 函数 了 , 则 f 在 D 上 连续 。 
证 因为 在 D 上 {f,) 一 致 收敛 于 函数 ,所 以 Ve>>0,VzED,3NEZ+， 
只 要 7 二 N 就 有 
| PCz) 一 F(z) |< 3 
VzoED, 由 Jv+i 在 ze 处 连续 ,36>0, 当 |z 一 zol|<8s 时 有 
| [有 和 
此 时 , 当 |x 一 xo1 过 6 时 我 们 得 到 
| Cx) = fz) [|| fr) fa) [| Faas fi (oy) | 
[3 过 £ 
| Fi C= I 


所 以 函数 了 在 x。 处 连续 ,再 由 ze 的 任意 性 , 知 f 在 D 上 连续 。 证 生 
关于 一 致 收敛 ,我 们 再 列举 两 个 好 的 性 质 。 


长 


御 1.4 勒 贝 格 积分 简介 


定理 1.3.9 设 {f,} 是 [a ,6b] 上 的 连续 函数 列 , 且 在 [a ,6] 上 一 致 收敛 于 了 , 则 
在 [a ,2] 上 可 积 , 并 且 
im| 六 (zx)dzr -| limf, (rx)dr -| fc jdz's 
定理 1.3. 10( 魏 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass) 多 项 式 逼 近 定理 ) 闭 区 间 [a .0 上 
的 任意 一 个 连续 函数 都 可 以 表示 成 系数 为 实数 的 多 项 式 列 的 一 致 收敛 极限 。 


1.4 勒 贝 格 积分 简介 


1. 高 等 数学 中 的 积分 
我 们 在 高 等 数学 中 学 习 的 积分 ,是 由 黎 曼 (Riemann) 于 1854 年 创立 的 。 
定义 1.4.1( 黎 曼 积分 ) 设 了 在 [a,b] 上 有 界 ,对 [a ,4b] 作 分 割 
A: a=zxo rx,=b, 
记 
|] Er=(rindel = 


则 [as6]= UE;; 令 
k=1 
M:=sup{f (x):x E Er.}, me =inf{f (zx): €E Are 一 2 一 Zi， 
作 达 布 (Darboux) 大 和 与 达 布 小 和 


Ss = Si Sa 一 hs 
k=1 


k=1 
如 果 
inf{ Ss) =sup{sa)} =T< 十 %， 
那么 称 了 在 [a ,上 黎 曼 可 积 , 记 作 -| fe 
我 们 知道 ,一 个 函数 黎 曼 可 积 , 则 这 个 函数 一 定 有 界 。 但 是 ,许多 函数 有 界 但 


不 是 黎 曼 可 积 的 。 
例 1.4.2 狄 利克 雷 (Dirichlet) 函数 
[. 工 为 有 理 数 ， 
D(x) = 
0， z 为 无 理 数 ， 


在 La ,bj 上 不 是 黎 曼 可 积 的 。 
证 对 [a ,bj] 的 任意 分 割 A ,函数 在 每 个 小 区 间 上 的 最 大 值 为 1, 最 小 值 为 0， 
故 其 达 布 大 和 
SA 一 0 一 4， 


学 
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达 布 小 和 
0 
则 inf{S4a) 取 sup{sa) , 故 D(z) 在 [a ,52] 上 非 黎 曼 可 积 。 证 毕 
另外 , 黎 曼 积分 与 极限 交换 次 序 要 在 很 强 的 条 件 下 才能 做 到 。 比 如 ,要 使 
lim| 疡 cdz 二 im i 


成 立 , 函 数列 {f,) 需 要 在 [a ,6b] 上 一 致 收敛 。 这 一 条 件 非常 苛刻 并 且 检 验 起 来 也 
不 方便 ,因此 大 大 降低 了 黎 曼 积分 的 使 用 效果 。 

为 了 弥补 黎 曼 积分 的 缺陷 ,1902 年 法 国 数学 家 勒 贝 格 (Lebesgue) 完 成 了 对 歼 
曼 积分 的 改造 。 明 显 地 ,我 们 要 推广 积分 ,需要 考虑 积分 中 的 两 个 部 分 : 被 积 区 域 
和 被 积 函数 ,因此 下 面 会 研究 一 般 集 合 的 性 质 及 一 般 函 数 的 性 质 。 因 为 我 们 假设 
读者 只 具有 高 等 数学 与 线性 代数 的 相关 知识 ,所 以 下 面 的 勒 贝 格 积 分 的 准备 工作 
与 定义 略 去 了 许多 的 技术 细节 与 证 明 , 有 了 时 甚至 不 够 严谨 。 如 果 读 者 想 了 解 完备 
且 严 谨 的 勒 贝 格 积分 的 相关 知识 ,可 以 参考 后 面 的 文献 [2,9] 等 。 

2. 可 数 集 

我 们 首先 来 研究 集合 中 元 素 的 “多 少 ”。 当 一 个 集合 只 含有 有 限 个 元 素 时 ,我 
们 称 其 为 有 限 集 , 否 则 称 为 无 限 集 。 有 限 集 之 间 可 以 很 容易 地 比较 元 素 的 多 少 。 
但 在 元 素 无 限 多 的 集合 中 ,如 何 定 义 元素 的 个 数 , 如 何 比较 元 素 的 “多 少 ” 呢 ? 我们 
用 最 简单 的 正 整数 集合 作为 “标尺 ”。 

定义 1.4.3 如 果 集 合 X 的 元 素 与 正 整 数 集合 Z+ = {1,2,…)} 之 间 存 在 一 一 
对 应 ,那么 称 集合 X 为 可 数 集 。 

具体 地 ,集合 XX 为 可 数 集 当 且 仅 当 集合 X 的 元 素 可 以 用 正 整数 编号 并 排 成 
一 个 无 穷 序 列 的 形式 : 


bp 


我 们 常用 到 的 元 素 个 数 无 限 的 可 数 集 是 奇数 集 、 偶 数 集 、 整 数 集 与 有 理 数 集 。 
例 1.4.4 有 理 数 集 Q 是 可 数 集 。 


证 因为 每 个 有 理 数 都 可 唯一 地 写成 分 母 为 正 整 数 的 分 数 a 一刀, 其 中 pi 


互 质 , 有 理 数 集 可 按照 |p | 十 g 二 nn 的 方式 由 小 到 大 排列 ,比如 二 3 时 的 分 数 为 
2/1, 一 2/1,1/2 及 一 1/2, 所 以 我 们 可 以 将 有 理 数 集 排列 如 下 : 
Q 人 
和 
即 有 理 数 集 与 正 整数 集 建立 了 一 一 对 应 , 故 有 理 数 集 Q 是 可 数 集 。 证 


例 1.4.5 有 理 系数 的 多 项 式 的 全 体 是 可 数 集 。 


， 


长 
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另外 , 开 区 间 (a,6)、 闭 区 间 [a ,6 无 理 数 集 及 实数 集 R 都 不 是 可 数 集 ( 具 体 
证 明 可 参考 文献 [2],p. 24)。 

3. 可 测 集 

我 们 再 来 研究 实数 集 的 “长 度 ”。 我 们 想 把 实数 集中 区 间 长 度 的 概念 推广 到 任 
意 的 实数 集 , 即 将 所 考虑 的 实数 集中 所 有 线段 的 长 度 求 和 ,但 某 个 实数 集中 可 能 不 
包含 任何 的 线段 (例如 可 数 集 ) ,因此 简单 的 线段 长 度 求 和 的 想法 不 可 行 。 下 面 考 
虑 用 线段 的 长 度 之 和 取 上 下 确 界 的 思想 来 实现 。 

定义 1.4.6 设 集 合 ECR 为 有 界 集 ,我 们 称 


CE) 一 inf| > Co， 一 ai) : pga co] 
i=1 i=1 


为 EE 的 外 测度 。 

定义 1.4.7 设 集合 ECR 为 有 界 集 ,m“"(E) 为 EE 的 外 测度 。 如 果 外 测度 满 
足 可 加 性 : 

Mi (AUB)=m"*(A)+m'*(B), VACE, VBCRN\E, 

那么 称 玉 为 可 测 集 ,并 称 m(E) 二 mx" (FE) 为 E 的 勒 贝 格 测度 ,简称 为 测度 。 

定义 1.4.8 设 集合 下 CR 为 无 界 集 , 如 果 Ya>0, 刁 站 (一 aa ) 都 可 测 ,那么 
称 下 为 可 测 集 , 并 定义 测度 为 

m(E) =limm(E NM (一 aa ))。 

定理 1.4.9 可 测 集 有 下 面 的 性 质 : 

(1) R 中 的 开 集 与 闭 集 都 是 可 测 集 ; 

(2) 可 数 个 可 测 集 的 交集 与 并 集 都 是 可 测 集 ; 

(3) 可 测 集 的 余 集 是 可 测 集 。 

注 明显 地 ,我 们 有 

mLOL =m C00511 =m (L001 =m((051D =1; 
定义 1.4.10 设 集合 ECR ,如 果 Ve 二 0, 存 在 开 区 间 (a; ,6;) ,使 得 


六 二 | (aisbi), 
并 且 


SN) 


i=1 


那么 称 集合 下 是 零 测 集 , 记 为 m(E) 二 0。 
明显 地 ,元素 个 数 有 限 的 集合 是 个 零 测 集 。 
例 1.4.11 可 数 集 是 零 测 集 。 
证 ”不妨 设 可 数 集 下 ={al,as,…)}), 则 Vs 二 0, 我 们 有 
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E E E E 
3 [ke t 六 (a, js)|=> 有 一 了 < 一 s， 

所 以 可 数 集 下 是 零 测 集 。 证 毕 

定义 1.4.12 设 两 个 函数 f,g 的 定义 域 均 为 卫 , 若 这 两 个 函数 除了 在 一 个 零 
测 集 DCD 上 不 相等 外 ,其 他 地 方 都 相等 , 则 称 太 与 g 几乎 处 处 (almost 
everywhere) 相 等 , 记 作 

f=g, a.e. 

类 似 地 ,我 们 可 以 定义 几乎 处 处 连续 、 几 乎 处 处 有 界 、 几 乎 处 处 收 钱 ,等 等 。 

例如 ,根据 有 理 数 集 Q 是 可 数 集 , 而 可 数 集 是 零 测 集 , 可 知 狄 利克 雷 函 数 在 及 
上 几乎 处 处 等 于 0: 

DCz) 王 0， a.e. 
这 里 我 们 再 给 一 个 测度 为 零 ,但 不 是 可 数 集 的 例子 。 
例 1.4. 13( 康 托 尔 集 ) 在 区 间 [0,1] 中 取 走 中 间 的 三 分 之 一 开 区 间 , 即 取 走 


Gi 一 人 人, 生 ) ,得 到 |0, 寺 |U | 了 ,1|: 然后 再 取 走 |0, 计 | 及 | 子 ,1| 中 间 的 1/3 开 
区 间 , 即 到 走 


-人 旨 u 医治 


类 似 地 ,去掉 G, (n= 二 1,2,…), 并 记 


c=[0,1N\U Gs 

称 C 为 康 托 尔 (Cantor) 集 ,此 集合 的 性 质 为 : 

(1) C 为 有 界 闭 集 ( 因 为 是 在 [0,1] 中 去 掉 可 数 个 互 不 相交 的 开 区 间 ); 

(2) m(C) 一 0 因为 去 掉 的 区 间 长 度 为 = 路 

(3) C 为 不 可 数 集 (因为 C 中 的 元 素 与 实数 集 一 一 对 应 ) 。 

4. 可 测 函 数 

我 们 已 经 研究 了 实数 集中 比 开 、 闭 区 间 更 一 般 的 集合 的 性 质 , 下 面 再 来 研究 比 
连续 函数 更 一 般 的 函数 。 

定义 1.4.14 设 f 是 可 测 集 E 上 的 广义 实 值 函数 ( 它 的 值 可 以 取 士 2) , 若 
VaER， 


(1.4 勒 贝 格 积分 简介 


EAC Eal={r EE Es f(s) 

为 可 测 集 , 则 称 f 为 E 上 的 可 测 函 数 。 

注 定义 中 的 E(f (zr) 三 a) 可 以 换 成 

国有 
中 的 任意 一 个 ,其 中 Va,bER。 

例 1.4.15 可 测 集 上 的 连续 函数 都 是 可 测 函 数 (证 明 留 作 习 题 ) 。 

例 1.4.16 定义 在 实数 集 上 的 处 处 不 连续 、 处 处 极限 不 存在 的 狄 利克 雷 函 数 
是 可 测 函 数 。 

证 VaER ,因为 


了 及， 5 
ge 0 ls 
2， a=0, 
均 为 可 测 集 , 故 DD 为 可 测 函 数 。 证 毕 


例 1.4.17 设 {f,}(nE€27) 是 定义 在 可 测 集 EE 上 的 可 测 函 数列 , 若 YVx EE 

正 有 
lim (Tz)=f(x), 

则 了 也 是 E 上 的 可 测 函 数 。 

5. 勒 贝 格 积分 的 定义 

定义 1.4.18 设 f 是 可 测 集合 ECR 上 的 可 测 函 数 ,m(E) 二 十 吕 ,f 的 值 域 
为 [a ,8]。 对 [ae ,8] 作 分 割 

A:a=yo yy =P; 
设 
Ei:={ym fy (k=1,2,%,n), 

显然 一 EE,。 作 勒 贝 格 大 和 与 勒 由 格 小 和 


Sr 一 >)yum(E， jy = Pym(E, Ds 


k=1 k=1 

若 
inf{S1} =sup{sr} =I <+ %; 
A a 


则 称 了 在 E 上 勒 贝 格 可 积 (简称 工 可 积 ), 记 作 /EL(E); 1 称 为 1 在 E 上 的 勒 
贝 格 积分 , 记 作 7 =| f(a)dz. 当 巨 二 [a,5] 时 ,可 将 /的 勒 贝 格 积分 记 为 


b 
| (Ed 
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注 ”从 定义 看 , 因为 勒 贝 格 积分 分 割 的 是 值 域 ,所 以 在 一 些 情况 下 避免 了 歼 
曼 积 分 大 小 和 不 能 趋同 的 毛病 ,使 得 许多 不 是 黎 曼 可 积 的 函数 可 以 进行 勒 贝 格 积 
分 ,从 而 扩大 了 可 积 函 数 类 。 比 如 ,下 面 的 例子 表明 ,即使 函数 的 性 质 不 好 ,但 只 要 
性 质 不 好 的 地 方 的 测度 为 零 ,那么 此 函数 还 是 工 可 积 的 。 
例 1.4.19 狄 利克 雷 函 数 D 在 任 一 区 间 ECR 上 是 工 可 积 的 。 
证 因为 函数 值 域 为 [0,1], 对 [0,1] 的 任 一 分 割 
A:0<Zyi< "< yi y=1, 
得 到 下 的 一 个 分 割 
El={0<D(x)<y}CENR, 
Es={yi < DR ys} = 
的 
ED 人 Rs 
根据 m(E1) 二 mm(E) 及 mm(E,) 二 0(n 二 2,3,…,n), 其 勒 贝 格 大 和 
SL =y1 Xm(E)+1lXm(E,)=yim(E)., 
又 当 分 割 点 越 来 越 多 时 ,yi; 趋 近 于 零 ,所 以 
inf{ SL} =0; 
显然 勒 贝 格 小 和 sL =0, 即 sup{sL} 二 0。 从 而 得 到 函数 D(z) 在 EE 上 勒 贝 格 可 
积 , 且 
| pcodz 一 0。 证 毕 
注 简单 地 看 , 狄 利克 雷 函数 D(x) 的 积分 可 以 这 样 理解 
| ped =1 xXm(E MNQ)+OXm(E\Q)=1xX0+0XxXm(E)=0。 
下 面 我 们 给 出 更 一 般 的 勒 贝 格 积 分 定义 。 
例 1.4.20 设 了 为 可 测 集 E 上 的 可 测 函 数 ( 取 值 可 能 是 土 2)。 
(1) 假设 f 非 负 ,m(E) 二 十 令 
f(z) =min(f (rx) 2 入 
则 {7,) 为 非 负 递增 的 有 界 可 测 函 数列 , 且 
Ws = 
Vn e Zr, 车 | f(z)dz 存在 , 则 定义 


| Cds -lim| fd: 
E n>oodE 


性 1.4 勒 贝 格 积分 简介 


(2) 假设 f 非 负 ,m(E)== 十 2。 若 VACE,m(A)< 二 十 %， 并 且 | rcz)dz 
都 存在 , 则 定义 
| fts lim| Crd 
E n>ooy EN(—n.n) 
(3) 假设 f 是 一 般 可 测 函 数 。 记 f 的 正 部 为 


fs F200 

Oy 
以 及 f 的 负 部 为 

—f; fo, 

yi 

Gs RS 

则 有 
a 


若 | f* Cz) dz | f(x)dx 都 存在 , 则 定义 
E E 


| reopd -| 六 (zx)dr -| (wd 

注 我 们 这 里 的 定义 只 是 简单 的 情况 ,对 于 更 一 般 的 被 积 区 域 和 被 积 函数 的 
勒 贝 格 积分 ,比如 R” 上 的 积分 .不定 积分 、 勒 贝 格 积分 的 牛顿 - 莱 布 尼 芯 (Newten- 
Leibniz) 公 式 等 ,读者 可 参考 文献 [2]。 在 后 面 的 章节 中 ,所 有 积分 都 是 勒 贝 格 积 

6. 勒 贝 格 积分 的 性 质 

下 面 我 们 列举 几 个 常用 的 积分 性 质 . 其 证 明 可 参考 相关 的 文献 ,比如 文献 [2]。 

定理 1.4.21 设 了 是 集合 EE 上 的 函数 , 若 函 数 了 是 黎 曼 可 积 的 , 则 了 是 勒 贝 
格 可 积 的 ,并 且 积 分 值 相同 。 

定理 1.4.22 设 f 是 可 测 集合 EE 上 的 可 测 函 数 , 则 

六 筷 工 (27 二 了 | 和 二 (EE 

并 且 


J (ds <| [2 | des 

E E 

定义 1.4.23 设 1 委 2 二 十 cc,E 为 可 测 集合 , 记 
L*(E)={f: f 在 E 上 可 测 .| | fx) |]adz 一 十 co 


为 p 次 办 可 积 函 数 空间 ,通常 称 为 L* 空间 。 当 p 二 1 时 ,我 们 有 
(=:( 民 和 
注 ”在 此 空间 中 ,我 们 把 两 个 几乎 处 处 相等 的 函数 视 为 同一 个 函数 而 不 加 以 
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区 别 。 
定理 1.4.24 设 f 是 可 测 集合 E 上 的 可 测 函 数 , 则 


| | f(x) | dr =0SG7(E=05 名 可 谍 世 EB 
E 


定理 1.4.25( 绝 对 连续 性 ) 设 f 是 可 测 集合 E 上 的 非 负 勒 贝 格 可 积 的 函数 ， 
则 Vs 二 0, 存 在 $S 二 0, 对 于 可 测 子 集 FCE 有 


m(F) =3=| rdy < 
F 


定理 1. 4. 26( 法 图 (Fatou) 引 理 ) ” 设 {f,) 是 可 测 集合 EE 上 的 非 负 可 测 函 数 
列 , 则 


| lm Cx Dd <lin| mds 
E E 


n= ns 


定理 1.4.27( 莱 维 (Levi) 单 调 收敛 定理 ) ” 设 {f,}) 是 可 测 集 巨 上 几乎 处 处 非 

负 弟 增 的 勒 贝 格 可 积 的 函数 列 , 且 
limf, (x) =f(z), ae TEE, 
则 了 在 E 上 几乎 处 处 非 负 , 且 
lim| 7, (xz)dr =| fc )dzs 

定理 1.4.28( 勒 贝 格 控制 收敛 定理 ) ” 设 {f,} 是 可 测 集合 上 的 勒 贝 格 可 积 

的 函数 列 , 若 3FEL(CE), 使 得 YazEZ- 有 
| fat) | BE) mie 

有 EEN 则 HELCE):HE 


lim| 7, (x) dx =| fc )dz。 
例 1.4.29 求 极 眼 lim| ev dz 。 
解 ”因为 
Die Te Zon ys 
并 且 e ”000),a.e. xEE, 故 由 勒 贝 格 控制 收敛 定理 得 到 
lim| dz -| lime™ dx = 0dz 一 0。 


0n—oo 


1.5 线性 空间 


在 线性 代数 中 ,我 们 学 过 下 面 的 向 量 空 间 。 
定义 1.5.1 设立 是 ” 维 向 量 组 成 的 非 空 集 合 , 若 V 对 于 向 量 的 加 法 和 数 乘 


性 1.5 线性 空间 


运算 封闭 , 即 对 任意 的 a ,6 EV,kER ,都 有 
a+BEV, ka€V, 

则 称 V 为 向 量 空间 。 

另外 ,我 们 还 学 习 了 向 量 空间 的 基 , 维 数 和 坐标 等 概念 。 例 如 ,R” 是 一 个 向 量 
空间 , 且 维 数 为 ,任何 个 线性 无 关 的 n 维 向 量 都 是 R” 的 一 个 基 。 

下 面 我 们 把 向 量 空间 的 定义 及 性 质 推广 到 更 一 般 的 集合 。 

定义 1.5.2 设 X 是 一 个 非 空 集合 ,R 是 实数 集 ,在 XX 中 定义 加 法 运算 和 数 
乘 运算 ， 

(1) YzyyEX, 都 有 唯一 的 一 个 元 素 x EX 与 之 对 应 , 称 为 x 与 y 的 和 ， 
记 作 


z= 十 y; 

(2) VxEX,kER ,都 有 唯一 的 一 个 个 元 素 w EX 与 之 对 应 , 称 为 & 与 x 的 积 ， 

记 作 
u 一 AZ。 

并 且 YVx,y,>EX,a,BER ,如果 上 述 的 加 法 与 数 乘 运算 满足 下 列 8 条 运算 
规律 : 

@O z 十 y 一 y 十 zi 

© (z 十 y) 十 zx 一 Z 十 (y 十 zx)3 

@ 在 X 中 存在 零 元 素 0( 在 不 引起 混淆 的 情况 ,可 记 为 0) ,使 得 YzEX 有 

0 十 并 一 并 
@ VzEX, 存 在 负 元 素 一 zEX ,使 得 
w= 

© VzEX,1。z 一 zi; 

© a(Br)= (aB)zr; 

© (at+B)r=artBr; 

@ al(rty)=artay, 
那么 称 X 为 线性 空间 。 

定义 1.5.3 设 M 是 线性 空间 X 的 非 空子 集 , 若 M 对 X 上 的 线性 运算 封 
闭 , 即 对 于 任意 的 x,yEM,a.,8BER 都 有 

az 十 By EM, Kl 5 1 

则 称 M 是 X 的 线性 子 空间 ,简称 子 空间 。 

注 一 般 情况 下 ,要 证 明 某 个 集合 是 线性 空间 ,在 定义 加 法 运算 和 数 乘 运算 
后 ,只 需要 证 明 (1. 5. 1) 式 成 立 。 

定义 1.5.4 设 X 为 线性 空间 ,zi,zz,…'zwEX, 若 存在 不 全 为 零 的 数 
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ii a = 
则 称 向 量 组 x ,x ,… ,zx 线性 相关 ,否则 称 为 线性 无 关 。 
定义 1.5.5 设 X 为 线性 空间 ,zi,zz,…,zvEX,zEX。 如 果 存 在 ai， 
as，"…,anER ,使 得 
=a + as + a Ts 
那么 称 z 可 由 zx! ,zs，… ,Xx, 线性 表示 。 
定义 1.5.6 设 A 是 线性 空间 X 的 非 空子 集 , 若 M 是 X 的 子 空间 ,ACM， 
且 对 X 的 任 一 包含 A 的 子 空间 尸 ,都 有 
MEP, 
则 称 M 为 由 A 张 成 的 子 空间 或 A 的 线性 包 , 记 作 spanA 。 
定理 1.5.7 设 A 是 线性 空间 X 的 非 空 子 集 , 则 
spanA = (Dai a: ER,zr, € A} m 
k 


例如 , 设 A={(1,0),(0,1)), 则 
spanA ={(a,b):a,b ER) 一 了 R:。 
定义 1.5.8 设 X 为 线性 空间 , 若 在 X 中 存在 ?个 线性 无 关 的 元 素 ,使 得 X 
中 任 一 元 素 可 由 这 个 元 素 线性 表示 , 则 称 其 为 X 的 一 个 基 , 称 为 X 的 维 数 ， 
记 作 dimX=7z。 若 VE2Z ,在 X 中 存在 2 个 线性 无 关 的 向 量 , 则 称 X 是 无 限 维 
的 , 记 作 dimX 王 十 ce。 
明显 地 ,dimR” 二 nx。 下 面 我 们 列举 几 个 无 限 维 线性 空间 。 


例 1.5.9 ”空间 1?==( (xiszeseyras): > | ze 一 二 coi(p 之 0) 是 无 


k=1 
限 维 的 线性 空间 。 
证 (1) 对 于 2 中 的 任意 两 个 元 素 
Tri Ta Te ) y= yy yr) 
和 任意 的 a ER ,定义 
交 十 了 二 (XI 二 yi3Ts 十 95502059 妆 让 十 ys)s 
QZ 一 (aziyQZ2 QZ) 
下 面 证 明 这 样 定义 的 zx 十 y 和 az 仍 属于 1*。 事 实 上 ,根据 
| zityi |? < zit) 2 六 委 [2max( zi 1, | y; 1)1 
= raxt| wo 1s | 3 (1 S22 | zy [| yy [Ys 


所 以 


性 1.5 线性 空间 


BH 二 ?<2 (Plz | yi 1?) < 二 oo， 
i=1 i=1 i=1 


即 z 十 yE1L*。 容 易 证 明 ax EL*。 所 以 1* (p 放 0) 按 上 述 加 法 和 数 乘 运算 构成 线 
性 空间 。 
(2) YzEZ+ ,我 们 有 
es =(0,°% 0,1,0，) E 2。 


一 
uve + dees Tae =0, 


(iy 0 =(0 0 O00 Wa = = 
从 而 有 {ei ,es，,…,e,) 是 线性 无 关 的 。 再 由 的 任意 性 , 知 1* 是 无 限 维 空间 。 证 毕 

注 一 般 地 ， 如 果 久 是 由 某 些 实数 列 所 组 成 的 集合 ,对 于 X 中 的 两 个 元 素 

T=(T1T29 9 TR), yy 一 (yl yz Ve" ), 
和 任意 的 a ER ,定义 
rn a, st te en ee Fy hs FR es A 
az =(axisaTr2s aT ) ， 

若 这 样 定义 的 xz 十 y 和 az 仍 属于 X, 则 X 按 上 述 加 法 和 数 乘 运算 构成 线性 空间 。 
若 不 另 作 说 明 ,在 数列 空间 中 ,本 书 总 采取 上 面 定义 的 加 法 和 数 乘 运算 。 

例 1.5.10 集合 C([La,6]) 表 示 在 [a,b] 上 所 有 连续 函数 的 全 体 , 则 C([a,6]) 
是 无 限 维 的 线性 空间 。 

证 (1) Vzx(t),y(t)EC([a,6]) 及 数 aER ,定义 

(zy = +y), £1E€ [cb]， 
(oz =ar(t)y BE Lasdls 

则 z 十 y 和 az 都 是 C([a ,5bj]) 中 的 连续 函数 ,所 以 C([a .5bj) 按 上 述 加 法 和 数 乘 运 
算 构 成 线性 空间 。 

(2) VnE2Zt 及 Vzx(t)EC([a ,0b]) ,假设 

ai 十 azz 十 asz2 十 … 十 az 一 0， 
得 到 wm 一 az 王 … 一 za 一 0, 故 
1 i nt A 

是 线性 无 关 的 。 再 由 n 的 任意 性 , 知 C(La ,5b]) 是 无 限 维 的 空间 。 证 毕 

注 一 般 地 , 设 下 为 一 集合 ,F 表示 EE 上 某 些 函 数 所 成 的 函数 族 , 在 下 中 按 
通常 方法 规定 加 法 和 数 乘 运 算 如 下 : 对 任意 的 f,g EF 及 a ER , 令 

{Fe Yt Ns 
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(af)(t)=af (it), 
如 果 按 这 样 定义 的 f 十 g 和 af 仍 属于 下 ,那么 下 按 上 述 加 法 和 数 乘 运 算 构 成 线性 
空间 。 此 后 若 不 另 作 说 明 , 对 函数 空间 总 是 采取 上 述 的 加 法 和 数 乘 运 算 。 
例 1.5.11 证 明 p 次 徊 可 积 函 数 空间 
L? (as6D) = {f(z): 下 | Fy ly Le 
是 无 限 维 的 线性 空间 。 
证 (1) VzyELP*(La,5]) 以 及 VaeER ,定义 
(ED =( Tt (2); 
(ar)(t) =ax(t), 
根据 
| 六 寺 让 半 2 让 人 十 Ly 1 
得 到 
[lz ty Ira <2 | de Ho Ide 


b 2 
<2(| | zt) 12d + | y0) I?di)<+ ~, 


故 xz 十 yEL?*([a,6]), 男 外 ax EL?([a,6b]) 显 然 ,所 以 L*([a ,6b]) 是 线性 空间 。 
(2) 因为 {l,zyz2z,…,z 1)CL2([a,b]) 是 线性 无 关 的 ,所 以 由 ?的 任意 性 ， 


得 到 空间 L*([a ,6b]) 是 无 限 维 的 空间 。 证 毕 
1.6 映射 与 算 子 
1. 线性 算 于 


在 本 节 中 ,我 们 把 高 等 数学 中 函数 的 定义 推广 到 更 一 般 的 算 子 。 
定义 1.6.1 设 X,Y 是 两 个 非 空 集合 ,如 果 VxEX, 按 照 某 一 法 则 本 , 在 Y 
中 有 唯一 的 y 与 之 对 应 ,那么 我 们 称 工 是 X 到 YY 的 一 个 算 子 ( 或 者 映射 ) , 记 作 
TEX -YYy 
此 时 X 称 为 工 的 定义 域 , 记 作 D(T),y 称 为 zx 在 映射 工 下 的 像 ,并 称 
R(T)={T(zx):z € X} 
为 工 的 值 域 。 
注 ”根据 集合 X,Y 的 不 同情 形 , 算 子 在 不 同 的 数学 分 支 中 有 不 同 的 名 称 : 
(1) 车 Y= 二 =X 时 , 则 称 T 为 变换 ; 
(2) 若 Y 一 X 王 及 时 , 则 称 工 为 函数 ; 


条 1.6 映射 与 算 子 


(3) 若 Y= 及 时 , 则 称 T 为 泛 函 。 
定义 1.6.2 假设 TT 是 集合 X 到 Y 的 一 个 算 子 ,如 果 对 于 任意 的 rz,yEX 及 
asbER 有 


T(artby)=aT(r)+6bT(y), 
那么 称 T 是 X 到 Y 的 线性 算 子 。 
例 1.6.3 假设 算 子 T:X 一 X 满足 
Tr=ars WE Rs VxrE Xs 
则 称 工 为 X 上 的 纯 量 算 子 ,显然 纯 量 算 子 为 线性 算 子 ; 特别 地 , 当 a==1 时 , 称 芽 
为 单位 算 子 (或 者 恒 等 算 子 ) , 记 为 Ix 或 者 1; 当 a=0 时 , 称 了 为 零 算 子 , 记 为 0。 
例 1.6.4 在 空间 R" 中 取 一 组 基 {el ,es,,…,e,), 则 对 任意 的 x ER",x 可 以 
唯一 地 表示 成 * 一 x,ei, 对 每 一 个 阶 方 阵 4 一 Ca), 作 R" 到 R" 中 的 算 子 了 
如 下 : 
Tx 一 Se ， 


其 中 yy 二 >aszj (i 一 1,2,…,n)。 易 证 工 是 线性 算 子 ,并 称 工 是 由 矩阵 A 二 (a) 
所 确定 的 算 子 。 这 个 算 子 在 线性 代数 中 也 称 为 线性 变换 。 

例 1.6.5 VzxEC([a,6]) ,定义 

Wyey = =| zcodr， a 

由 积分 的 性 质 可 知 (Tz)(z) 仍 然 是 关于 1€ [a,b]j 的 连续 函数 ,所 以 算 子 TT 是 
C([a,o]) 到 C(La,o]) 的 线性 算 子 。 

注 若 YzEC([La,6b]) 定 义 

Cred Ee et 

则 此 算 子 为 非 线性 算 子 。 

例 1.6.6 VxEC([a,6b]), 因 为 积分 

f= rd 

的 取 值 是 实数 ,所 以 f(x ) 就 是 定义 域 C([La ,5b]) 上 的 一 个 线性 泛 函 。 

注 需要 注意 的 是 ,以 往 函 数 的 定义 域 与 值 域 都 属于 实数 集 , 而 算 子 或 者 泛 矣 
的 定义 域 是 函数 集合 。 因 此 这 里 的 “ 泛 函 ?可 以 理解 为 “更 广泛 的 函数 ”。 

2. 满 射 与 单 射 

定义 1.6.7 对 算 子 TT:X>Y, 若 了 的 值 域 
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的 全 全 
则 称 工 是 X 到 立 上 的 满 射 ; 若 Yzi,zzEX 满足 
让 
则 称 工 是 X 到 立 上 的 单 射 。 若 工 既 是 单 射 又 是 满 射 , 则 称 工 是 X 到 YY 上 的 双 射 
(或 者 一 一 对 应 .一 一 映射 ) 。 
例 1.6.8 对 于 纯 量 算 子 工 :X-~X， 
Tr=ar,; a ER, VrE€EX, 
若 实 数 a 冯 0, 则 工 是 X 到 自身 的 双 射 。 
例 1.6.9 设 T:X>Y 是 一 个 线性 算 子 ,ker(T)={zEX: Tx 二 0} 称 为 T 
的 核 空间 。 证 明 : T 是 单 射 的 充分 必要 条 件 是 
ker(T) = {0}。 
证 必要 性 : 根据 TT 是 线性 算 子 有 
T(0)=T(0+0)=2T(0), 
得 到 T(0)=0。 
VxzEker(T), 则 有 T(z)=0, 由 了 是 单 射 , 知 zx=0, 从 而 有 ker(T) 一 {0) 。 
充分 性 : 设 有 xz,yEX 使 得 Tz=Ty, 则 由 
TCz 一 y) 王 Tz 一 Ty 王 0， 
以 及 ker(T)=={0}, 得 x 一 y= 二 0, 即 z==y, 所 以 工 是 单 射 。 证 毕 
3. 复合 算 子 与 逆 算 子 
定义 1.6.10 对 于 映射 f:X 一 Y,g :YZ ,由 
Way = EA 
所 确定 的 映射 :XZ 称 为 与 g 的 复合 映射 , 记 作 g°。f。 
定义 1.6.11 对 于 映射 /:X 一 Y, 若 存在 g :Y 一 X ,使 得 
区 二 f=Ix, a g=Iy, 
则 称 上 是 可 逆 的 , 且 g 为 了 的 逆 算 子 , 记 作 g= 二 /7 。 
例 1.6.12 假设 算 子 f :XY 与 g:Y>X 都 是 可 逆 的 , 则 
(ws Cg RY, 


证 由 关系 式 
rElg of (XOg[f (rz) EX 
SOf(r)Eg (X) 
Swe Xs 
得 到 (g。f) "(X)=f "(gg '(X))。 证 毕 
4. 连续 算 子 


定义 1.6.13 设 X,Y 是 两 个 非 空 集合 ,T:X 一 Y 是 一 个 算 子 。 如 果 存 在 
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{CXViiEX 使 得 
ET -=T(a0) (i060)s 
那么 称 算 子 T 为 连续 算 子 。 
下 面 我 们 在 空间 X==Y==R 中 用 e-6 符号 重 写 这 个 定义 。 如 果 Ve>>0, 39> 
0, 使 得 
[|z—zo |=<6=> | T(z)— T(x) | 二 es， 
那么 我 们 称 算 子 T 为 连续 算 子 。 
定义 1.6.14 设 A 与 B 是 两 个 非 空 集合 , 称 集合 
AXB={(r,y):T E A,y € B} 


为 A 与 B 的 直 积 集 。 
这 里 我 们 可 以 用 向 量 来 理解 直 积 集 。 比 如 ,车 (zx1,y1),(zs,yz)EAXB, 则 
(T1981) = (X22)OT1 = 1 = yo 
另外 ,我 们 所 熟知 的 二 维 空间 R?* 就 是 实数 集 R 与 及 的 直 积 集 。 
定义 1.6.15 设 X,Y,Z 是 三 个 非 空 集合 ,如 果 VzEX,yEY, 按 照 某 一 法 
则 工 ,在 2Z 中 有 唯一 的 = 与 之 对 应 ,那么 我 们 称 工 是 XXY 到 2 的 一 个 二 元 算 子 ， 
记 作 


下 有 
此 时 直 积 集 XXY 称 为 工 的 定义 域 。 
例 1.6.16 设 任意 的 zx,yER ,定义 算 子 
d:RXR—R, 
为 
das ||s 
则 二 元 算 子 a 为 两 个 变 元 的 连续 算 子 。 
证 设 {rx,},{y,}CR 及 xo,yo ER 使 得 当 n 一 2 时 


| =z lO | ys =| 0 

由 绝对 值 的 三 角 不 等 式 得 到 

本人 二 | ze [el [tl [+t| i= 
即 

人 | 

类 似 地 ,有 

Cen 7 ee et I eb 
得 到 


二 让 一生 | 二 | 
所 以 我 们 有 
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| dCznrys) —d zoryo) [S| za —zo [+| ya —yo |> 0 
故 算 子 d 为 两 个 变 元 的 连续 算 子 。 
作为 练习 ,读者 也 可 使 用 6-6 符号 重 写 这 个 证 明 。 
1.7 常用 不 等 式 


定理 1.7.1( 级 数 形式 的 赫 尔 德 (Holder) 不 等 式 ) 设 


TL 1 
-1s 一 十 一 三 15 
p 9 
则 
co oo 1/p 7/ .oo 1/9 
Dayle (Dia) (Diyikh) ， 
k=1 k=1 Fe 
定理 1.7.2( 积 分 形式 的 苦 尔 德 不 等 式 ) 设 
1 1 
Is 
2 p 9 
则 


1/ 


[zwyw a < a la) (Fly a) 
定理 1.7.3( 级 数 形式 的 闵 科 夫 斯 基 (Minkowski) 不 等 式 ) 设 pp 三 1, 则 
(Bhat pe) (Ps) +) . 

k=1 k=1 k=1 
定理 1.7.4( 积 分 形式 的 闵 科 夫 斯 基 不 等 式 ) 设 二 1, 则 
b 1/p b lp b 1/p 
(| | zx) + y(t) ?di) <(| | xz) |?di) +(| | yG) I?*dz) 
注 ”相关 的 证 明 可 参考 文献 [2,7j] 等 。 


习题 1 


1. 设 实数 列 工 二 {ri)f1sy 二 {yr}k21 与 z 二 {zi}f21 为 集合 
天 一 (GD | 远 | 志 二 3} 


n€EZ 

中 的 元 素 , 证 明 
Sup | | 
kEZt kEZt kEZt 


2. 在 实数 集中 , 若 数 列 收敛 , 则 极限 唯一 。 
3. 在 实数 集中 ,车 数列 收敛 , 则 数列 有 界 。 


必 习题 1、23 


4. 设 函 数 f 定义 在 RR 上 , 且 存 在 常数 M 二 0 使 得 
If(x)|I<M, VrE€ER, 
证 明 函 数 f 在 R 上 一 致 连续 。 
5. 设 {f,} 是 [a,b] 上 的 连续 函数 列 , 且 在 [a,b5] 上 一 致 收敛 于 f, 则 了 在 
[4.5] 上 可 积 并 且 


b b b 
lim| f(x)dr = limfn (x)dr J 人 Lo 


6. 证 明 函 数列 f, (zx) 二 一 一 一 在 [0,1] 上 一 致 收敛 到 函数 f(z) 二 0, 并 求 


pe 


lim| ejdies 
7. 利用 勒 贝 格 控制 收敛 定理 求 lim| 一 2 -sdz。 
ln zr 
8. 可 测 集 上 的 连续 函数 都 是 可 测 函 数 。 
9. 设 Ci([a,6]) 为 区 间 [a,b] 上 连续 且 一 阶 导 数 也 连续 的 函数 所 构成 的 集 
合 , 定 义 算 子 T:C([a,6]) 一 C1'([a,6]) 为 
(Tz =| zds, Vx € C(Labl), 
证 明 , (1)T 是 线性 算 子 ; (2)T 是 单 射 ; (3)T 不 是 满 射 。 
10. 证 明 级 数 形式 的 闵 科 夫 斯 基 不 等 式 : 设 p 三 1, 则 


(Glarart) {Bing Sp. 


距离 空间 


2.1 距离 空间 的 定义 


对 于 任意 的 zx,yER ,在 第 1 章 中 定义 了 两 个 数 之 间 的 距离 : 
d(xzsy)—| xz—=y | 
类 似 地 ,将 在 一 般 的 集合 上 建立 抽象 的 距离 概念 。 
定义 2.1.1 设 X 是 一 个 非 空 集 合 , 如 果 存 在 一 个 算 子 
d:XXX 一 及 ， 
使 得 对 任意 的 元 素 x ,y ,zx EX ,下 面 的 性 质 成 立 : 
(1) 正定 性 
dz,y) 之 0， d(x,y)=0Sr =y, 
(2) 对 称 性 
d(xz,y)=d(y,7x), 
(3) 三 角 不 等 式 
d(wy) dr 2 d(xy ys 
那么 称 算 子 d(x,y) 为 x,y 的 距离 (或 者 度量 ); 并 称 X 为 以 4 为 距离 的 距离 空 
间 ( 或 者 度量 空间 ) , 记 为 (X ,d)。 空 间 X 中 的 元 素 也 称 为 X 中 的 点 。 
此 定义 是 一 个 很 抽象 的 概念 ,在 不 同 的 应 用 中 会 有 各 自 不 同 的 形式 。 下 面 我 
们 列举 几 个 常见 的 距离 空间 。 
例 2.1.2 Vxr 一 (zzzy…zu)y 一 (yiyyaymyyu)ER 定义 


1 

本 

dcx,y) =( Sn) a 中 ， 
k=1 


则 (R" ,qa) 为 距离 空间 ,也 称 为 n 维 欧 几 里 得 (Euclid) 空 间 。 


循 2.1 距离 空间 的 定义 


证 (1) 正定 性 : 显然 d(x,y) 宇 0, 且 
dry) 一 09z =y (k=1,2, ,NOx =y; 
(2) 对 称 性 : d(x ,y) 二 d(y ,x) ,显然 ; 
(3) 三 角 不 等 式 : Vz 二 (zx,z,，…,z,) ER” ,由 闵 科 夫 斯 基 不 等 式 有 


1 

业 1 

dsp (Da my l) <(Dd zz ttl — yD)’) 
k=1 k=1 


1 


n 于 六 
<(Dlz, 本 中) +(51 ZE VE 1) 
k=1 k=1 
=d(x,z)+d(z,y), 
故 三 角 不 等 式 成 立 , 所 以 (R" ,d ) 为 距离 空间 。 证 毕 
例 和 13 对 于 下 六 过 于 到 设 二 (Zoo ( 六 ) 忆 属于 集合 


12 = {Cire sts) | ow 六 和 宇 “| , 
k=1 


dr) (Dz yl), 
k=1 
利用 闵 科 夫 斯 基 不 等 式 可 以 证 明 (1* ,qa ) 为 距离 空间 。 
例 2.1.4 设 z={zi})isy= 二 {ys}ii 属于 集合 
l={(rivrr rs ) sup | zx |<+ 0), 
kEZt 
定义 
d(x,y) 了 | .Cw 
则 ( ,qd ) 为 距离 空间 ,也 称 为 有 界 数 列 空间 。 
证 (1) 正定 性 : 明显 的 d(xz,y) 宇 90。 又 因为 
d(z,y)=0Ssup | 太一 ye |=0 
AEZ+ 


S|zr—y, |=0(VEk € 2Z) 
Ori =y(VEk € 27') 
兮 工 一 y， 
所 以 正定 性 成 立 。 
(2) 对 称 性 显然 。 
(3) 下 面 证 明 三 角 不 等 式 。 设 /中 任意 的 三 个 元 素 二 {zx}t1,y 二 yr} 
与 z= 二 {zi)i1, 对 于 任意 的 &EZ'! 我们 有 


La II | 
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委 sup | zx 一 zx | 十 sup | zi — yy |。 
kEZt kEZt 
青 根据 上 式 中 & 的 任意 性 得 到 


sub | we = we [ep | Ze = Iiib: | Bi = 8 |s 
kEZt kEZT kEZt 


即 三 角 不 等 式 d(x,y) 二 d(x,z) 十 d(z,y) 成 立 。 所 以 (1”,d) 为 距离 空间 。 证 毕 


例 2.1.5 对 于 任意 的 实数 列 z=={zri)&i 与 y 二 {yr)t21; 设 


L Lm ~ | 
d(xz,y) ， 
| 


证 明 4 为 距离 (此 空间 称 为 序列 空间 )。 
证 首先 


YC | 1 
< 
se 


k=1 k=1 


因为 上 式 后 面 的 级 数 收敛 ,所 以 gCz,y) 志 十 cc 有 意义 。 
(1) 明显 的 d(x,y) 宇 0, 并 且 
Zrzy) 一 09zt =y (Vk €E ZOr=y; 
(2) d(zsyy) 二 d(y,X) 显 然 ; 


(3) 设 f= 一 (0<t 之 十 oo0)。 因为 0) 二 一 >0, 所 以 函数 f (1) 


村 《E 二 2 
在 [0, 十 co) 上 单调 递增 。Va,pER ,因为 | 十 5| 委 |a| 十 15| ,所 以 有 
|a 十 | 区, 区 屯 梧 区, 测 | a | | 
1 十 ja 十 | ~itlaltle| 1I+le | 十 151 1+la|+l6| 
| a | | 2 | 


“1 守 [g] “二 和 天 | 
再 令 之 一 (2 159Q 一 并 一 2 并 三 训 一 8 , 则 Ce i te 由 上 式 得 


| [= | [wi | 
< 十 ; VEkEZt, 
LE | ae = -er | Ey | 


所 以 我 们 推出 
Sn 1 [一 | 全 bhaie= 光 | ES 于 Lg = | 
< 牛 ， 
| 加 委 诗 we | 2 现 寺 本 


即 有 ad (zx,y) 二 d(xz,z) 十 d(z,y)。 所 以 d(x,y) 为 距离 。 
例 216 VemeCCtLasbjs 定 义 
d(z3)=inax | x0) —y0) |s 
1€E[a,b] 
则 (CC([a,6j) ,d ) 为 距离 空间 。 
例 2.1.7(p 次 虹 可 积 函 数 空间 ) 对 于 1 三 p 过 十 , 设 


证 毕 


和 2.1 距离 空间 的 定义 


b 
= (zw | zz) ledz <+| 
VieL?(as 定 尺 
4 和 
dx) 一 (| 1zGD) 一 >(G) 1*d) ， 
则 (Lz*([a ,5j]),q) 是 一 个 距离 空间 。 
证 (1) 正定 性 : 因为 a(zx,y) 宇 0, 并 且 
4 
aczsy) =(| [x0 —y(2) ?dz) =0Orx =y ,a.e. 


所 以 当 我 们 把 工 *(La ,0]) 中 几乎 处 处 相等 的 函数 看 作 同 一 个 函数 时 ,d 满足 正 
定性 ; 

(2) 对 称 性 显然 ; 

(3) 三 角 不 等 式 : Vrz,y,>EL?([a,b]), 由 积分 形式 的 闵 科 夫 斯 基 不 等 式 
得 到 


d(way) 


- 


<(| x(1) —z(1) La)” +(| z(1) — y(t) ea)” 


a 


对 十 
| | x(t) — y(t) I*d) 


站 至 
| zx) —z(D) Fa) —y() dt) 


一 dzz) 十 dCzvy)， 
所 以 三 角 不 等 式 成 立 。 证 
注 对 于 1<p 二 gq 过 十 吕 , 空 间 的 包含 关系 如 下 : 
a el et 
(Od ct le a mg Bd DR et dd 


并 且 包含 关系 是 严格 的 。 例 如 , 设 荆 一 (1,2-0 ,3-Y? op :因为 ly 


长 


故 了 ne 收敛 ,所 以 zx E 47; 但 是 级 数 > mr 发 散 ,因而 zx 《 1?。 
注 下 面 再 举 一 个 L*([a,b])CL?*([a,b]) 的 反例 中， 在 维 单位 球 


B 一 BC0) 中 ,xl “EL*(B) 的 充 要 条 件 是 a 一 ,所 以 x1" EL"(B); 但 由 
pg 推出 lz- EL?*(B)。 因 此 ,我 们 可 以 认为 L*(B) 中 的 函数 比 L*(B) 中 
的 函数 有 和 较 高 的 光滑 性 。 

注 ”除非 特殊 的 说 明 , 以 后 遇 到 上 面 的 空间 ,我 们 都 使 用 例子 中 的 距离 。 
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2.2 距离 空间 中 的 收敛 与 连续 


1. 距离 空间 中 的 收敛 

下 面 我 们 把 实数 集中 的 收敛 推广 到 距离 空间 。 

定义 2.2.1 设 (X,d) 为 距离 空间 ,{x,} 是 空间 X 中 的 一 个 点 列 。 若 存在 
ZXxo EX 使 得 


limd (xz, ED 
则 称 点 列 {x,} 收 敛 于 zx。 * 记 作 limz， 二 zo, 或 者 Xx, 一 to(n 一 0)。 
距离 空间 中 的 收敛 定义 可 重 写 如 下 : Ve>0,3NE2Z-, 当 ”>N 时 有 
do 
类 似 于 实数 集中 的 收敛 ,可 以 得 到 距离 空间 中 收敛 点 列 的 极限 也 是 唯一 的 。 
例 2.2.2 距离 空间 中 收敛 点 列 的 极限 唯一 。 
证 设 {z,) 是 距离 空间 (X ,qd) 中 的 一 个 收敛 点 列 。 假 设 其 极限 不 唯一 , 即 存 
在 zx,yEX, 使 得 zz 及 x, 阅 y(n 悦 吕 ), 则 由 距离 的 定义 有 
Od dr (0 
得 到 d(xz,y)==0, 故 z=y。 证 毕 
下 面 我 们 讨论 一 些 具 体 空间 中 点 列 收敛 的 具体 形式 。 
例 2.2.3 在 R" 中 ,点 列 依 距离 收敛 等 价 于 依 坐 标 收敛 。 
证 设 距离 空间 R” 中 的 点 列 
be 
及 一 点 x 二 (zx1,X2，"… ,Xn)。 当 kk 一 co 时 ,有 


dx® ,x) (S| Dp 中) 沪 疝 
i=1 
Or >i =1,2,.,n) 
Ox 人 
故 R" 空间 中 点 列 的 收敛 等 价 于 依 坐标 收敛 。 证 毕 
例 2.2.4 在 空间 C(La ,oj) 中 点 列 的 收银 等 价 于 函数 列 的 一 致 收敛 。 
证 ” 设 在 空间 C([La ,0]) 中 FFCz) 一 FGz)(C2z 一 co), 即 有 
dt = | fa = FY |=0; 
s€E[a,b] 
即 Ye>0,3NE2Z- 使 得 当 z 之 N 时 有 


i = | 
+E[a,b] 
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最 大 值 的 性 质 , ViE[a,o], 只 要 7 盖 N ,就 有 
| f(D —fG) <, 


所 以 {f, (xz)) 一 致 收敛 于 f(x)。 证 毕 
例 2.2.5 设 


Zn = TT TT ,0 ) m=) 及 yy 一 (yy 和 ye) 
分 别 表示 序列 空间 中 的 点 列 及 点 ,证 明 点 列 {z,} 收 敛 于 y 的 充 要 条 件 为 {x,}) 依 
坐标 收敛 于 >, 即 对 每 个 正 整 数 站 zP 史 一 (Ca 一 co) 成 立 。 

证 ”必要 性 : 如 果 zw 一 y(2 一 co), 即 


Sv Ler = 
dC 区 机 下 | > 0 (7 一 co)， 


么 对 于 任何 正 整数 ;因为 


| rz™ 


ee dl 
I+ zm —y, | 
所 以 Ve>0,3NE2Z+ 使 得 当 > 之 N 时 有 
[ae = E 


到 LHe 
根据 f (1)= (0 过 t 过 十 吕 ) 单 调 递增 ,可 得 |xf"” 一 y; | 二 e , 即 对 每 个 i=1， 
9 当 m>o0 时 ,Xi >yi。 
充分 性 ; 设 对 每 个 i 二 1,2,…… 25" 一 yi(m 一 00)。 因为 级 数 二 收 敏 ,所 
以 Ve>0,3AE 2+ 使 得 


co Cm 
Di -<> < 


i=k - 1 十 | x zr! Hz =k 2 
另 一 方面 ,对 每 个 i 二 1,2,…,k 一 1, 存 在 A A 时 ,有 


A Ee 
| zi yi |= BE 
令 M= 二 max{Ni,…,N,_1), 那 么 当 m 二 M 时 ,有 


E 
hl zx™ kh 二 kl 
1 ee 2 E 1 € 
< i 
i 2 I 2 < 吕 妆 E 2 
LA 
2 
所 以 , 当 和 二 M 时 ,有 
次 ) 3 lo” | E32 La ~ | EE 
i e， 
a LB Zz! os | | i 2 1 十 | 到 二 | 2 2 


即 z, 一 y(m2 一 co)。 证 毕 
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2. 距离 空间 中 的 点 集 
仿照 R” 空间 中 的 邻 域 . 开 集 、 闭 集 等 ,我 们 在 一 般 距 离 空间 中 引入 开 球 、 闭 球 、 
开 集 与 闭 集 等 概念 。 
定义 2.2.6 设 (X,d) 为 距离 空间 ,对 于 zuEX,r 二 0, 称 
Bwe)=/( Ee dm 
为 以 ze 为 中 心 ,r 为 半径 的 开 球 (或 zx 的 > 邻 域 ); 称 
下 (zu)=(zEX:dCzzo) 扫 r) 
为 以 ze 为 中 心 ,r 为 半径 的 闭 球 。 
例 2.2.7 设 (zo,yo),(z,y) 为 R* 中 的 两 个 点 。 
(1) 若 使 用 距离 d((zosyo) (zyy)) 一 V(z 一 Zoo) 十 (y 一 yo) , 则 开 球 
B,((Czoyyo)) 一 {((zy):VGz 一 zo) ty — yo) <r} 
的 形状 为 一 圆 形 ， 
(2) 若 使 用 距离 &CCzoy,yo),(z,y)) 一 maxf(lz 一 zol,|y 一 yo|}, 则 闭 球 


百 ,((zoyyo)) 一 ((zyy):maxf| 工 一 zol, |y 一 y 1) 委 r) 
的 形状 为 一 正方 形 。 
定义 2.2.8 设 忆 为 距离 空间 (X,d) 中 的 子 集合 ,对 于 rzoE 巨 , 若 了 3r>0， 
使 得 
ed a 
则 称 zx。 为 E 的 内 点 。E 的 所 有 内 点 构成 的 集合 称 为 E 的 内 部 , 记 作 E"。 若 = 
E", 则 称 E 为 X 中 的 开 集 。 
定义 2.2.9 设 (X,d) 为 距离 空间 ,ACX,zoEA, 若 YVr>0 满足 
B,(zo) (| (A\{z0)) 2, 
1 称 x 为 A 的 聚 点 (或 极限 点 )。A 的 聚 点 的 全 体 称 为 A 的 导 集 , 记 作 A’。 
定义 2.2.10 设 (X,d) 为 距离 空间 ,ACX,zoEA, 若 Yr>0 满足 
Br A Bon) 作 《NAy 天 二 ; 
则 称 ze 为 A 的 边界 点 。A 的 边界 点 的 全 体 称 为 A 的 边界 , 记 作 3A 。 
定义 2.2.11 设 (X,d) 为 距离 空间 ,ACX,zoEA, 若 Yr>0 满足 
Bw 村 六 抠 3 
则 称 ze 为 A 的 触 点 。A 的 触 点 的 全 体 称 为 A 的 闭 包 , 记 作 A。 
注 由 定义 可 以 看 出 ,A 的 内 点 、 聚 点 和 边界 点 都 是 A 的 触 点 。 
定义 2.2.12 设 (X ,qd) 为 距离 空间 ,ACX ,车 
让 二 有， 


酒 
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则 称 A 为 X 中 的 闭 集 。 
下 面 我 们 用 极限 的 符号 定义 闭 集 。 
定理 2.2.13 非 空 集合 已 为 距离 空间 (X,d) 的 闭 集 仿 任 给 {z,)CE, 若 
Zi; 则 有 x0EE; 
注 要 注意 的 是 ,一 个 距离 空间 ,其 中 存在 开 球 , 它 是 闭 集 但 不 是 闭 球 ; 又 存 
在 闭 球 , 它 是 开 集 但 不 是 开 球 (参看 文献 [6],p. 6) 。 
定义 2.2.14 设 有 距离 空间 (X ,d), 集 合 ECX ,车 存在 zo。 EX 及 +r 之 0 使 得 
ECB (Ros 
则 称 集合 E 为 有 界 集 。 
例 2.2.15 距离 空间 中 收敛 点 列 为 有 界 集 。 
证 设 (X ,d) 为 距离 空间 ,{x,}) 是 空间 中 的 一 个 点 列 , 且 存在 x。 EX ,使 得 
limd (zx, sx0) = 
则 对 于 s=1,3NE2Z+ , 当 n 之 N 时 ,有 d(xz, ,zo) 三 1; 取 M= max {d (zn vi hs 
则 对 于 任意 的 zEZ- 有 


dzvro) < M 十 1 至-， 

即 {z,}CB,(zo), 所 以 (z,} 是 有 界 集 。 

另外 ,根据 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 : 有 界 实数 数列 必 有 收敛 子 数列 ; 进一步 地 ,在 
R”" 中 任 一 有 界 集合 也 必 含 有 收敛 子 列 ( 请 看 作业 ) ,但 在 无 穷 维 空间 中 这 一 结论 不 
成 立 。 

例 2.2.16 设 x,(1)==1"(VYVnE€2t), 求 证 {x,) 是 CC(L0,1]) 中 的 有 界 集 但 
{x,) 没 有 收敛 子 列 。 

证 对 于 (2 一 坟 ; 当 wo(t) 三 0 时 有 

Wi =max | xz) — zo) |=1=<2, 

所 以 {x,(t)}CB,(0), 故 {x,} 有 界 。 

假设 {x,} 存 在 收敛 子 列 {z。, ) ,不 妨 设 limz。, 二 zx, 则 根据 空间 CCL0,1]) 中 点 
列 的 收敛 等 价 于 函数 列 的 一 致 收敛 ,得 到 {x ) 一 致 收 化 于 x, 且 xEC(L0,1])。 

由 于 


1， tt 一 1， 
I(t) =limz,, (1) 一 limt Se 
Ss A 0 OV ls 
因而 zx (1) 在 t==1 处 不 连续 ,这 与 zEC([0,1]) 矛 盾 。 所 以 {x,} 有 界 但 是 没有 收 
敛 子 列 。 证 毕 


为 了 讨论 无 穷 维 空间 中 数列 的 收敛 性 ,我 们 给 出 下 面 列 紧 集 的 概念 。 
定义 2.2.17 设 巨 是 距离 空间 (X,d) 的 子 集 ,车 巨 中 的 任 一 点 列 都 有 收敛 
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子 列 , 则 称 瓦 为 列 紧 集 ; 进一步 地 , 若 收银 点 都 在 下 中 , 则 称 瓦 为 自 列 紧 集 (或 者 
紧 集 ) 。 

注 (1) 此 定义 的 男 一 个 说 法 是 , 设 E 是 距离 空间 (X,d ) 的 子 集 , 若 V {x,} 
CE ,存在 子 列 zw xoEX(ns 阅 吕 ), 则 称 E 为 列 紧 集 ; 若 还 有 zeoE 巨 , 则 称 瓦 
为 自 列 紧 集 。 

(2) 可 以 证 明 ,距离 空间 中 的 自 列 紧 集 必 为 有 界 闭 集 ; 每 个 无 限 维 空间 中 的 
单位 闭 球 都 是 不 列 紧 的 有 界 闭 集 。 另 外 ,距离 空间 为 有 限 维 的 充 要 条 件 是 它 的 任 
意 有 界 子 集 都 是 列 紧 的 (参看 文献 [6],p. 11)。 这 些 性 质 是 有 限 维 与 无 限 维 空间 
的 最 本 质 的 区 别 之 一 。 

下 面 我 们 给 出 连续 函数 空间 上 列 紧 集 的 充 要 条 件 ( 其 证 明 可 参考 文献 [8],p. 17) 。 

定理 2.2. 18( 阿 尔 泽 拉 - 阿 斯 科 利 (Arzela-Ascoli) 定理 ) 在 连续 函数 空间 
(CC([a,6]) ,qd) 中 ,其 任 一 子 集 E 列 紧 的 充分 必要 条 件 是 : 

(1) EE 一 致 有 界 , 即 VY xEE,tE[La,6b], 3 M 之 0 使 得 

| zx) |<M; 
(2) EE 等 度 连续 , 即 Ve>0, 36=6(e) 之 0, 使 得 VYxEE ,t,ts ELa,b] 有 
【 一 筷 | 过 B52 | m0 J | 和 Es 
例 2.2.19 证 明 集合 


E='zr,:7x,(t) = sin 至 汪 该 EZ 


n 
是 (C([0,1]),d) 中 的 列 紧 集 。 
证 (1) 明显 地 ,VzvEE,ViE[0,1], 有 
[et el 
故 E 是 一 致 有 界 的 ; 


(2) Ve>0, 取 8 一 三 , 则 Vzx,EE,h,ts€[0,1], 只 要 | 一 t,1<6, 就 有 


| w(t1) — za (ts) | 


a 元 
2 二 (一 COS (7 3s) 
2n 2n 


| 
2n 


工 
过 生 | 页 二 昌 ]| 雪 下 | 一 的 :和 e 
n 


故 是 等 度 连 续 的 。 由 阿尔 译 拉 - 阿 斯 科 利 定理 , 尼 为 列 紧 集 。 证 毕 
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3. 距离 空间 上 算 子 的 连续 性 

定义 2.2.20 设 (X,d1),(Y,d,) 为 两 个 距离 空间 ,xz。€EX,T:X>Y 是 一 个 
算 子 。 车 Ve 二 0, 了 9 二 0 使 得 

(二 

则 称 工 在 ze 处 连续 ; 若 工 在 X 的 每 个 点 都 连续 , 则 称 工 在 X 上 连续 。 

下 面 我 们 列举 几 个 连续 算 子 的 性 质 。 

定理 2.2.21 设 了 是 距离 空间 (X ,di ) 到 距离 空间 (Y,qd，, ) 中 的 算 子 ,那么 工 
在 zoEX 处 连续 的 充 要 条 件 为 

大 

证 必要 性 : 如 果 工 在 zo。EX 连续 ,那么 Ve>0, 了 6>0, 使 当 daiCzzo)<8 
时 有 ad:(Tzu,Tz)<s; 因为 zx 一 zo(2 一 co), 所 以 存在 正 整数 NEZ+ , 当 ? 盖 和 N 
时 ,有 di(x, ,zo) 二 6, 再 根据 连续 得 到 

di TL, To 

这 就 证 明了 Tx, 一 Tzro(n 一 oo)。 

充分 性 : 反 设 工 在 zoEX 不 连续 ,那么 存在 so 之 0, 使 对 任意 的 $ 之 0, 当 工 尖 
zo 且 di(zyzo)<8 时 有 


UT TE Ys 


特别 地 , 取 0 一 工 , 则 存在 点 列 {z， } 满 足 di Cz， ,zo)< 二 ,但 {Tr TS 


n 

0; 这 就 是 说 , 当 x, 一 zo 时 Tx, 不 收敛 于 Tz, 这 与 已 知 矛 盾 。 所 以 工 在 zoEX 
连续 。 证 毕 

定理 2.2.22 若 T 是 距离 空间 X 到 距离 空间 Y 的 连续 算 子 , 则 工 将 X 中 的 
紧 集 映射 为 Y 中 的 紧 集 。 

证 设 A 为 X 的 紧 子 集 ,{y,) 为 T(A) 中 的 一 个 点 列 , 则 有 A 中 的 点 列 {x,} 
使 得 

ys 
1 A 的 紧 性 , 知 存 在 {x,} 的 一 个 子 列 {x, } 使 得 
wa wo EE Mk = 0)s 


a 


此 时 ， 

limyw AlimT (zx, ) =T(z0) € T(A), 
故 T(A) 是 Y 中 的 紧 集 。 证 毕 
此 外 , 闭 区 间 上 连续 函数 的 许多 性 质 都 可 以 推广 到 一 般 距 离 空间 中 的 紧 集 上 。 
定理 2.2.23 设 (X ,d) 是 距离 空间 , 工 是 X 中 的 紧 集 A 上 的 连续 泛 函 , 则 : 
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(1) 工 在 A 上 有 界 , 且 工 在 A 上 取 到 它 的 最 大 值 、. 最 小 值 ; 
(2) 工 在 A 上 一 致 连续 , 即 Vs>0,36=(e)>0,YVzo,ziEA 有 
d(xzoszti1) < | T(z) — T(r) | 二 es。 


2.3 可 分 空间 


定义 2.3.1 设 (X,d) 是 距离 空间 ,集合 4A,BCX, 如 果 VzEB,3(z,)C 
A ,使 得 xz, 一 z ,那么 称 A 在 B 中 稠密 。 
注 A 在 B 中 稠密 ,根据 定义 知 A 不 一 定 是 B 的 子 集 。 例 如 ,因为 任 一 个 无 
理 数 都 可 以 用 一 列 有 理 数 无 限 的 逼近 ,所 以 有 理 数 集 在 无 理 数 集中 稠密 ;: 同样 的 
有 理 数 集 在 实数 集中 稠密 。 
注 A 在 B 中 稠密 的 等 价 定义 为 YzEB,Ys>0, 有 
B(x)NAKY, 


证 明 留 作 习 题 。 

定义 2.3.2 若 距 离 空间 (X ,dg) 具 有 可 数 的 稠密 子 集 , 则 X 称 为 可 分 空间 。 

例 2.3.3 空间 (C([a,6]),d) 是 可 分 的 。 

证 Vzx(t)EC(La,6b]), 由 魏 尔 斯 特 拉 斯 多 项 式 通 近 定 理 ,x (1) 可 以 表 为 一 
列 系 数 是 实数 的 多 项 式 列 {P, } 的 一 致 收敛 极限 , 即 Ye 二 0, 3NE2Z* ,VtE[a,b]， 
只 要 2 之 N ,就 有 

所 
| 最 0 芍 一 到 (有 | 人 妆 了 
从 而 有 
2 
7° 
再 根据 有 理 数 集 在 实数 集中 稠密 ,存在 一 列 系数 为 有 理 数 的 多 项 式 {Q, } 使 得 


d(PQ,) 二 可， 


dP sar) C—iiax | 过 
tE[ab] 


从 而 有 
pn ln Pea iid Yo eG + 


故 Q, 一 z(2 一 cs), 即 系数 为 有 理 数 的 多 项 式 列 {Q, } 是 CC[La ,0]) 的 一 个 可 数 稠密 
子 集 , 所 以 空间 C(La ,56j]) 是 可 分 的 。 证 毕 
男 外 ,我 们 常见 的 其 他 空间 ,比如 R" ,1*,L?*(1<p 二 十 吕 ) 等 都 是 可 分 空间 。 
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例 2.3.4 设 (X ,qd) 为 离散 的 距离 空间 ,其 中 

0， 工 一 y， 
d(zyy) 一 
工 关 yy， 
三 [0,1], 证 明 X 是 不 可 分 空间 。 
证 反 设 X=[0,1] 可 分 , 则 存在 可 数 稠密 集 A 二 {x1 ,zs，,…)。 但 [0,1] 是 不 
可 数 集 , 故 A 关 X。 对 xzoEXNA, 当 r<<1 时 ,有 
B,(z) NA={2} NN A=g, 

这 与 A 在 X 中 稠密 矛盾 , 故 X 是 不 可 分 的 。 证 


2.4 完备 化 空间 


在 第 1 章 中 ,我 们 知道 有 理 数 点 列 的 收敛 点 可 能 是 无 理 数 ,把 这 些 收敛 点 加 入 
有 理 数 集合 后 新 的 集合 就 是 实数 集 , 于 是 实数 集 就 具有 了 称 为 完备 性 的 好 性 质 ， 
其 中 任 一 个 柯 西数 列 都 收敛 到 本 身 。 在 一 般 的 距离 空间 中 也 会 有 类 似 的 问题 。 

1. 完备 距离 空间 的 概念 

定义 2.4.1 设 {z,} 是 距离 空间 (X,d) 中 的 点 列 , 若 Ye>0,3NEZ-” ,使 得 
当 和 ,2 之 N 时 有 


长 


d(T) 
则 称 {x, ) 为 柯 西 列 , 或 者 称 为 基本 列 。 
下 加 你 4.2 ”距离 空间 中 的 收敛 点 列 是 柯 西 列 。 
证 设 {x,) 是 距离 空间 (X,4d) 中 的 点 列 , 且 zx, 一 zo(2 一 co), 则 Yes 二 0， 
We ga 就 有 
2 < 
因此 , 当 m,n 记 N 时 我 们 有 
Br dt 了 十 了 = 
所 以 {zx,) 为 柯 西 列 。 证 毕 
通过 1. 2 节 中 的 例子 我 们 知道 柯 西 列 不 一 定 是 收敛 点 列 。 但 我 们 在 应 用 中 不 


但 希望 点 列 收敛 ,还 希望 收敛 点 在 我 们 研究 的 空间 中 。 为 此 .我们 把 这 类 性 质 好 的 


空间 称 为 完备 的 空间 。 
定义 2.4.3 设 (X,d) 为 距离 空间 , 若 X 中 的 任 一 柯 西 列 都 收敛 到 X 中 的 
点 , 则 称 空间 X 是 完备 的 。 
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例 2.4.4 空间 R” 是 完备 的 距离 空间 。 
证 设 {x,}) 是 R” 中 的 柯 西 列 ,其 中 
CE) (k) yes), 


WE 


即 Ves>0, 了 NE2Z+ ,使 得 当 刀 ,之 N 时 有 


k . 
dma) = /Dl | 


固定 j(j ==1,2,…,n), 上 式 推出 
| zx 一 zx Ea D3 zl™ 一 工作 | 运动 
j=1 


故 {z 六 } 为 及 中 的 柯 西 列 。 再 由 及 的 完备 性 ,存在 zj ER 使 得 
limz 疡 =Zxj(j 一 1,2,……72)。 

设 x 一 (ziyzi，…yzi), 则 有 xz 一 x(R-co), 且 xER", 故 R" 是 完备 的 。 证 毕 

例 2.4.5 空间 C([a ,0]) 是 完备 的 距离 空间 。 

证 设 {z,(t)} 是 空间 C(La ,2]) 中 的 柯 西 列 , 则 Vs>0,3NE2Z- 及 正 整 数 
Pp, 当 nn 这 N 时 有 

CA ) =max Lo = | 
固定 to€La,bj], 由 
[ws | ess 

得 到 {x, (zo)}) 是 R 中 的 柯 西 列 , 故 有 极限 x (to)。 这 样 当 1 跑 遍 区 间 [a ,6 中 的 点 
时 ,我们 就 得 到 一 个 函数 x 使 得 zx, 一 (2 一 co)。 

在 上 面 不 等 式 中 令 p 悦 吕 并 利用 to 的 任意 性 ,得 

| zt) 一 zi) |e, Vt€ La,b), 
从 而 有 
人 =max | ws | 

即 z， 一 致 收敛 到 z。 再 根据 一 致 收敛 的 性 质 , 得 到 zEC(La,p])。 所 以 空间 
C([a ,bj]) 是 完备 的 距离 空间 。 证 毕 

注 除了 空间 R” 与 C([a ,0]) 是 完备 的 空间 ,我 们 常用 的 1? ,1™ ,L? ([a,6]) 
都 是 完备 的 距离 空间 。 

下 面 的 例子 说 明 同 一 个 空间 若 使 用 不 同 的 距离 则 可 能 就 不 完备 。 

例 2.4.6 证 明 空 间 C(L0,1]) 按 照 下 面 的 距离 不 是 完备 的 空间 : 


dry) | | Vy 
0 
证 设 C(L0,1]) 中 的 点 列 


性 2.4 完备 化 空间 、37 


时 
4 m 
lL 1 
Xn(t) 二 4 线性 ， A 
县 区 m 
0 0 
， 和 上 和 了， 


1 
则 Vs 二 0, 当 nn 二 m 之 二 时 ， 
1 
dC se -| | z (2 — xz) | dr 
0 


+ i 
-| ”| zt)—zrn(t) | diom<e, 
m 


所 以 {x (7?)} 是 柯 西 列 。 
但 对 每 个 zxEC([0o,1])， 


1 
这 (2 元) -| | xzan lt)—zGt) | dt 
0 
1 1 1 
也 Ztm 1 
-| Iz) 1d 二 | | zs 一 GD) | + | 了 
三 24 
如 果 d(x ,XxX) 一 0(m 一 oo) ,那么 得 到 


1 
1 

| | 站 |=0; 上 Ii=a() | d=0; 
A 到 


但 由 于 z() 在 [0,1] 上 连续 ,所 以 了 (0 在 |0, 寺 | 上 恒 为 0, 在 (于 ,| 上 便 为 1， 
并 且 


lim x(1) =0, lim x(1) 一 1， 
Ee tza10 
这 与 x (1) 在 [0,1] 上 连续 矛盾 ,因此 空间 不 完备 。 证 毕 
对 于 完备 空间 的 子 空间 ,我们 有 下 面 的 性 质 ,其 证 明 留 为 习题 。 
定理 2.4.7 设 M 是 完备 距离 空间 (X,d ) 中 的 子 集 , 则 
(M,d) 完备 会 M 为 X 中 的 闭 集 。 
例 2.4.8 设 P(L0.,1]) 是 [0,1] 上 的 所 有 多 项 式 构 成 的 集合 ,定义 
dl yy =max | 二 人 
求证 : P([0,1]) 按 照 距离 d(x ,y) 不 是 完备 空间 。 
证 假设 


P, (1) 1 十 ?十 可 妇 十 … 十 和 
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则 P,EP([0,1])。Vzm 2 有 


< 1 
和 P.(2)—P.( 一 一 | 乏 证 二 一 光 
| Si | 


再 由 3» 二 收敛 可 知 {P,) 是 PC[0,1]) 中 的 柯 西 列 。 
根据 函数 e' 的 泰勒 展开 可 知 


cy 1 = 1 
a 一 KE = — co)， 
(CR, 证) 一 下 二 a 0(n ) 
但 是 e FP([0,1]), 所 以 集合 P([0,1]) 不 是 闭 集 。 根据 上 面 定理 P(0,1]) 不 
完备 。 证 毕 


2. 距离 空间 的 完备 化 
类 似 于 有 理 数 集 Q 可 以 完备 化 为 实数 集 R ,下 面 我 们 要 说 明 每 一 个 距离 空间 
都 有 一 个 完备 化 的 空间 。 
定义 2.4.9 设 (X1,d1) 与 (X,,d,) 为 两 个 距离 空间 ,假设 存在 双 射 算 子 
T:X1 一 X, 使 得 Vx,yEX, 都 有 
ds(Tz,Ty)=d1(z,y), 
则 称 (X1,d1) 与 (X,,d;,) 等 距 同 构 ， Ps 
定理 2.4. 10 ”对 于 距离 空间 (Xi ,di ) ,一 定 存在 一 个 完备 距离 空间 (X,,d,)， 
使 得 Xi, 与 X, 的 某 一 稠密 子 空间 等 距 同 构 , 并 且 X， le 
的 。 空 间 (X,,d,) 称 为 (X1,.d1) 的 完备 化 空间 。 
此 定理 的 证 明 可 以 参考 文献 [2] 或 者 文献 [8]。 
例 2.4.11 多 项 式 函 数 空间 P([0,1]) 按 照 距离 
d(z,y) =max lia | 
的 完备 化 空间 是 C([0.,1])。 
例 2.4.12 连续 函数 空间 C(La ,5b]) 按 照 距离 
dr | I) 1 二 


的 完备 化 空间 是 勒 贝 格 可 积 函 数 空间 (L'([a .61]),d)。 
2.5 ”压缩 映射 定理 


1. 压缩 映射 定理 
压缩 映射 定理 (或 者 巴 拿 赫 不 动 点 定理 ) 是 完备 的 距离 空间 最 经 典 的 应 用 之 


性 2.5 压缩 映射 定理 、39 


一 。 此 定理 可 以 用 来 判定 方程 解 的 存在 性 ,并 可 在 数值 分 析 中 求 方程 的 近似 解 ; 
最 重要 的 是 它 的 理论 应 用 , 即 在 微分 与 积分 方程 .代数 方程 等 解 的 存在 和 唯一 性 定 


理 中 起 到 了 关键 的 作用 。 
定义 2.5.1 设 (X,d) 为 距离 空间 ,T:X 一 X 是 一 个 算 子 , 若 存在 zoEX 
使 得 
Td ey 
则 称 x。 为 算 子 的 不 动 点 。 
定义 2.5.2 设 (X ,qd) 为 距离 空间 ,T:X 一 X 是 一 个 算 子 , 若 存在 常数 0 二 


4 二 1 使 得 Vz,yEX 都 有 
d(TzsTy) Ad(zsy)s 
则 称 工 为 X 上 的 压缩 映射 。 
明显 地 ,压缩 映射 为 连续 算 子 ,证 明 留 作 习题 。 
定理 2.5.3( 压 缩 映射 定理 ) 设 (X ,ad ) 为 完备 距离 空间 , 工 :X 一 X 是 一 压缩 
映射 , 则 工 在 X 中 有 唯一 的 不 动 点 。 
证 (1) VzoEX, 作 迭代 序列 
2Z1 一 Tzoyzz 一 Tzi 和 Zn 一 TZz 1 
下 证 此 迭 代 序 列 {z， } 为 柯 西 列 。 
根据 
dn UCT To Nd 
< 
及 距离 的 三 角 不 等 式 ,对 于 nn 二 m 得 到 
Um = (mA da 
二 QA" 二 4" 十 十 4")d (zxo,x1) 


1 — A"” 
二 A” 下 一 站 人 
和 2 dl 和 
本 ol12。 


再 由 0 二 4 过 1 得 到 4d (zx, zs) 一 0(02 ,7 一 co), 故 {(z。} 为 柯 西 列 。 


(2) 由 X 完备 , 知 3zEX, 使 得 
SOy 
下 证 z 为 工 的 一 个 不 动 点 。 根 据 上 式 有 
dle Ti dr dT 
Xd zr +Ad(r, 1 2) 


O(n > 05) 


， 
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从 而 得 到 z=Tz, 即 z 为 工 的 一 个 不 动 点 。 
(3) 下 证 唯一 性 。 反 设 y 为 了 的 另 一 个 不 动 点 , 则 有 
CT 
得 到 (1 一 A)d (xz,y) 三 0, 根 据 0<4 二 1, 我 们 有 d(x,y) 二 0, 所 以 x 二 y, 即 全 在 X 
有 唯一 的 不 动 点 。 证 毕 
使 用 压缩 映射 定理 时 ,我 们 要 注意 下 面 的 几 点 : 
(a)“ 找 空间 ”: 空间 (X ,d) 必 须 是 完备 的 ,否则 其 不 动 点 可 能 不 属于 X。 例 


如 当 ze (0, 广 ) 时 ,可 证 函数 T(x) 一 x? 为 压缩 映射 ,但 其 不 动 点 不 在 定义 域内 


(b)“ 找 算 子 ”: 在 实际 的 应 用 中 ,题目 中 可 能 没有 给 出 算 子 ,比如 只 是 求 某 个 
微分 或 者 积分 方程 的 解 ,因此 我 们 需要 利用 条 件 找 出 算 子 工 ,并 说 明 了 是 空间 X 
到 X 自身 的 一 个 算 子 ; 

(c)“ 证 压缩 ”: 找到 算 子 工 后 ,最 关键 的 一 步 就 是 证 明 算 子 是 压缩 映射 ,这 可 
能 用 到 拉 格 朗 日 (Lagrange) 中 值 定 理 .距离 的 性 质 或 者 积分 中 的 不 等 式 等 ; 

(Cd)“ 算 估计 ”: 如 果 要 得 到 方程 的 近似 解 ,还 需要 用 迭代 法 , 即 利用 误差 估计 
不 等 式 


A”™ 
1— 


d(xn sz) STid to, Tro). 


2. 寻找 不 动 点 及 近似 解 
定理 2.5.4 设 XX=[1, 十 co), 函数 f;X 一 X 定义 为 


证 明 f 是 压缩 映射 并 求 出 了 的 不 动 点 。 
解 (1) 明显 地 , 算 子 f 是 从 完备 空间 X=[1, 十 2) 到 自身 的 映射 ,其 中 X= 
[1, 十 ce) 中 的 距离 定义 为 
d(zsy)=|z—y|» VzoyEX。 
(2) 因为 


2 
所 以 由 拉 格 朗 日 中 值 定 理 ,Vz,yEX,3 了 xzoEX 使 得 

| 77 FC ey) [|| 
故 了 是 压缩 映射 。 由 压缩 映射 定理 ,函数 了 的 不 动 点 存在 且 唯 一 。 


(3) 当 /(z) 一 zx, 即 子 十 x 时 得 到 三 在 X 一 [1, 十 cc) 中 的 唯一 不 动 点 


= 证 毕 


Y 
a 


4 Emax | f' (x) |=max Le 
z>1 z>1 2 


性 2.5 压缩 映射 定理 、41 


注 一 般 地 , 若 /: R >R 是 可 微 函 数 并 且 
| 六 和 庆生 移 委 写 
则 方程 /C4) 二 x 有 唯一 解 。 
例 2.5.5 设 函 数 f(z) 一 二 + 十 方 (1 一 x ), 求 方程 f(x)=x 在 区 间 [0. 75,1] 
中 的 近似 解 中。 
解 因为 了 在 [0.75,1] 上 满足 


w 5 5 
| f(x) [| 一 ze < 


故 f 是 [0.75,1] 上 的 压缩 映射 , 且 方 程 f(z) 二 x 有 唯一 的 解 zx“ 
取 zo 王 0.75, 作 和 迭代 序列 xz, 二 f(x,-1) 有 
zi 一 0.7521,za 一 0.7533,z 一 0.7540， 
zi 一 0.7544,zs 一 0.7546,ze 一 0.7547， 
zy 一 0.7548,zs 一 0.7548，…， 
若 取 近 似 解 为 Ee 7548, 则 利用 误差 估计 不 等 式 得 到 


C07813% 
ro0) 1 —0.7813 | 0.7521 一 0.75 |=0.0013;, 


a 可 以 继续 进行 迭代 估计 。 
例 2.5.6 设 积 分 方程 


| fo +p| KG, del)ds, 
其 中 jER 为 参数 ，f。EC([La ,6b]) ,二 元 函数 
Rae Casb XK [Labs 
证 明 当 |y | 充分 小 时 , 此 积分 方程 有 唯一 解 EC(La ,5])。 
证 (1) 在 完备 空间 C([a ,56]) 中 定义 算 子 
(Tzx)(t)= f(t) tip] Keds, Vr € Cl([a,b)), 
明显 地 ,TT 为 CC([a ,bj]) 到 CCLa,6b]) 的 算 子 ,并 且 工 的 不 动 点 为 积分 方程 的 解 。 


(2) Vzxi,x:EC([a,51]) ,我 们 有 
d(Tz1, Tr) = max | {Ten = CT | 
tE[a,b 


| 0.7548 一 zx 


= max 
tE[a,b] 


b 
sl| K(EsSI(Za(5) — Ta(s ds 


b 
<ln lmax || |, max, Ce | ina | 2 ||| 
veal si 


=a || | si KC) | 。 [t= | 
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=(6=a@a) |g | maxs Ks) lad(wi(r)srs(t)y, 
根据 KG(t,s)€EClLa,b]X[a,6bj]) 知 道 K (zt,s) 有 界 , 所 以 当 |y | 充分 小 时 ,存在 
04 二 1 使 
人 

即 算 子 了 是 压缩 映射 。 

(3) 根据 压缩 映射 定理 , 算 子 T 存在 唯一 的 不 动 点 zEC([a,p]), 即 积分 方 
程 有 唯一 的 解 。 证 毕 

3. 理论 应 用 

定理 2.5.7 设 A=(a;) 是 nXn 实 矩 阵 , 满 足 

me > li [< 1 


1<i<nf 
证 明 : 对 于 任意 实数 组 一 (0: ,0;,， 6,)" ,代数 方程 组 (x 二 (z， sTas sra)) 
X 一 4Ax 十 
有 唯一 解 ; 且 对 任意 维 向 量 x ,由 x“* ?二 4x 十 b 所 确定 的 迭代 序列 (x) 
的 极限 就 是 该 唯一 解 。 
证 对 于 R" 上 的 两 个 点 x 二 (x1,z29… Xs) "与 y= 二 (yi19y2 9"… Yn) ;定义 
d(x,y) =max | CO— Wy | 
容易 证 明 (R" ,4 ) 是 完备 的 度量 空间 。 定 义 映射 如下: 
Tx =Ax 十 b， 
则 有 


d(Tx,Ty) =max| PD -|< me 2 | oo | d(x,y), 


所 以 T 是 (R”",d) 到 自身 的 压缩 映射 ,由 压缩 映射 定理 ,方程 存在 唯一 的 解 < € R”; 
且 对 于 任意 维 实 向 量 x” ,由 x“* ?二 Ax” 十 b 确定 的 迭代 序列 的 极限 就 是 唯 
一 的 解 z。 证 毕 

注 ”从 线性 代数 中 知道 上 述 代 数 方程 组 有 唯一 解 的 充分 必要 条 件 是 EE 一 A 为 
可 逆 矩 阵 , 这 里 五 是” 阶 单位 矩阵 ,所 以 我 们 的 定理 提供 了 一 个 瓦 一 4 为 可 道 矩 
阵 的 充分 条 件 。 进 一 步 的 ,对 于 任意 初始 值 x"'" , 解 可 以 由 xx 二 Ax” 十 b 确定 
的 迭代 序列 {x } 收 敛 得 到 。 

定理 2. 5.8( 常 微分 方程 解 的 存在 性 与 唯一 性 定理 ) 设 二 元 函数 f(z ,i) 在 
R2: 上 连续 且 关 于 x 满足 利 普 希 茨 (Lipschitz) 条 件 : 存在 常数 久之 0 使 得 

| 一 的 (5 二 | 有 民有 一 机 | YVESeR 

则 初 值 问题 


性 2.5 压缩 映射 定理 、43 


dz 
译 =/@ ) ， 
| = 
在 R* 上 有 了 唯一 连续 解 。 
证 (1) 设 完备 距离 空间 C([to 一 6,to 十 6]) ,其 中 >0 待定 ,定义 算 子 
CI +| 人 


则 工 为 CC(Lzo 一 9,zo 十 9]) 到 自身 的 算 子 , 且 工 的 不 动 点 就 是 原 方程 的 解 。 
(2) Vz,yEC([zo 一 6 ,to 十 6]) ,我 们 有 


d(Tzr,Ty)= max 中 flz(s),s)ds -| f(y(s),s)ds 
to to 


tE[to 一 8,to+6] 


t 
| | sO— f(y | 


过 max 
tE [to—6,t0+6] 


| K | w= my | 
to 


委 max 
tELto—8t0+6] 


ZK max 
t€E[Lto—6,t0+6] 


4 
| max LzG)— jC) 1|ds 
to sE[to—6,t0+6] 


ZK max jz 人 划一 人) | 


LE [eo 一 6,to 二 8 


= Kod (zr,y), 
若 取 3 二 并, 则 全 为 C([to 一 6 ,to 十 6]) 上 的 压缩 映射 。 


(3) 根据 压缩 映射 定理 ,T 存在 唯一 的 不 动 点 
zt)EC(CLt 一 ,to 十 9])， 
即 初 值 问题 在 [zo 一 6 .to 十 6] 上 有 唯一 连续 解 。 
(4) 同 理 ,在 完备 距离 空间 C([to ,to 十 26]) 中 ,方程 在 初 值 
w ii = (20 + 0) 
下 也 有 唯一 解 zx*“ (1) ,这 个 解 在 区 间 [to ,to 十 6] 上 与 x* (zt) 相 同 , 所 以 解 可 以 延 
拓 到 区 间 [to 一 6 ,to 十 26] 上 。 以 此 类 推 , 解 可 以 延 拓 到 整个 实数 上 。 证 毕 
定理 2.5.9( 隐 函数 存在 定理 ) 设 函 数 f(z,y) 在 区 域 
a<r<b, —~m<y<+™ 
中 处 处 连续 ,关于 y 的 偏 导数 f(x ,y) 存 在 ,并 且 存 在 常数 0 二 m 二 M 满足 
m ey RD <M;, 
则 方程 f(z ,y)= 二 0 在 区 间 [a ,bj 上 存在 唯一 的 连续 函数 y 二 p(x) 作 为 解 , 即 
FE EE Lids 
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证 (1) 对 任意 的 函数 PEC([a ,0]) ,定义 算 子 
(Tp)(x)=9(x) — fg) 


根据 六 ,9p 的 连续 性 ,得 到 工 是 CCLa ,0]) 到 自身 的 算 子 。 

(2) 下 面 证 T 是 压缩 映射 。 任 取 wp ,pz*EC([a,p]) ,根据 微分 中 值 定理 , 存 
在 0 二 a 二 1, 满 足 

leTpd (ZCTorNz| 


We 下 > 
— 区 一 zzz)) 一 pzZ) 十 MG PCZ)) 


三 区 PICZ) Bf zg) talelz) — p12)) ger) — p12)) 


Eg (1 一 各 ) ; 


设 4=1 一 辣 , 则 有 0 
d(Tog,,Toi) = | (Topaz) (Toay | 


<A max | pz(Cz) 一 PiCzr) |=Ad (92 ,91)， 
因此 工 是 压缩 映射 。 
(3) 由 压缩 映射 定理 ,存在 唯一 的 PEC([a ,bj]) 满 足 Tg 二 g, 即 


vw) 92)= Bf ,p(T)), 


化 简 后 得 到 
f(zp(z)) 0 x € Lab] 证 毕 
习题 2 
1. 设 X 是 非 空 集合 ,定义 
0， 工 一 y， 
qd(Czyy) 一 
1， 工 天 y， 
则 (CX ,qd) 是 距离 空间 ( 称 为 离散 距离 空间 )。 
S & > CCzyy) 
三 月 .2 > EN 
2. 设 d(z,y) 是 空间 XX 上 的 距离 ,证 明 d (x,y) I 二 aC,y) 也 是 距离 。 


3. 设 (X ,4 ) 是 距离 空间 ,集合 A,BCX, 如 果 YVzoEB,Ve>>0, 有 
B.(r) NAAG, 


(4 习题 2 、45 


证 明 A 在 B 中 稠密 。 

4. 设 (X .d) 是 离散 距离 空间 ,证 明 X 可 分 的 充分 必要 条 件 是 X 为 可 数 集 。 
. 证 明 空间 R? 中 的 有 界 集 是 列 紧 集 。 
. 证 明 距 离 空间 中 柯 西 列 是 有 界 集 。 
. 设 (X ,d) 是 完备 的 距离 空间 ,MCX, 则 (M ,qd) 完 备 今 M 为 X 中 的 闭 集 。 
. 证 明 距 离 空 间 中 压缩 映射 为 连续 算 子 。 

. 设 A 为 完备 距离 空间 X 中 的 非 空 闭 子 集 ,T:A 一 A; 若 3n€E27 ,使 得 T" 

为 A 上 的 压缩 映射 , 则 工 在 A 中 有 唯一 的 不 动 点 。 

10. 已 知 PEC([0,1]),rE(0,1) ,证明 方程 

Zr) 一 rsinz(Ct) 十 PCt) 

在 [0,1] 上 存在 唯一 的 连续 解 。 

11. 对 于 积分 方程 


TY =F +p| Kt3s)E(s) dss 


其 中 jy 为 参数 ,f(1)EL?([a ,6]) ,积分 核 
Ki(EssY EE Lasb | X La lys 
证 明 当 |y | 充分 小 时 ,方程 有 唯一 解 z (1) EL?([a ,6b])。 
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巴 拿 赫 空间 


我 们 已 经 在 距离 空间 中 推广 了 实数 空间 中 的 拓扑 结构 (距离 .极限 、 开 集 、 闭 集 
等 ) ,但 在 实数 空间 中 ,任意 的 元 素 x 都 有 长 度 |x| ,在 距离 空间 中 并 没有 定义 类 似 
的 代数 结构 , 即 对 于 具体 的 元 素 没有 “长 度 ” 的 刻画 ,为 此 在 本 章 中 我 们 研究 一 类 既 
有 拓扑 结构 也 有 代数 结构 的 性 质 更 好 的 空间 。 


3.1 赋 范 线性 空间 


定义 3.1.1 设 X 是 实数 集 R 上 的 线性 空间 , 若 VzEX, 都 有 一 个 实数 | z | 
与 之 对 应 ,使 得 Yz,yEX 及 a ER ,下 列 性 质 成 立 : 


Q@ 正定 性 
lzl| 三 0， zl =0Szr=0; 
@ 齐 次 性 
azl =lal| lzl; 
@ 三 角 不 等 式 


lz 二 ?>1 科 1zl 二 yl， 
则 称 上 外。 | 为 X 上 的 范 数 (也 称 为 模 ), 称 X 为 赋 范 线性 空间 ,简称 赋 范 空间 , 记 
人 (区 站 冤 直 六 
注 “ 赋 范 ”的 意思 就 是 “赋予 一 个 范 数 ”, 范 数 可 以 看 成 是 实数 空间 中 长 度 的 
推广 。 
下 面 我 们 列举 几 个 常用 的 赋 范 线性 空间 。 
例 3.1.2 Vx 二 (xi,xs,… ,Xs)ER" ,定义 


。 : 
lxl = l), 
k=1 
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则 (R", | 。|| ?为 赋 范 空间 。 
证 (1) 正定 性 : 因为 x | 关 0 并 且 


1 
2 
| xl =-( | zh [") 一 0 人 六 =0(k =1,2,° ,1) Ox =0; 
k=1 


(2) 齐 次 性 : Va ER ,由 上 ax | 二 la|，。| 中 x 中 知 齐 次 性 成 立 ; 
(3) 三 角 不 等 式 : Vy 二 (y1,ys，…,y,)ER" ,由 闵 科 夫 斯 基 不 等 式 有 


| xz 十 ?1 (Dz ty 1) 二 | 2 i 癌 、 +(D1y, By 
k=1 k=1 k=1 
= 一 |xzll 十 yl， 
故 三 角 不 等 式 成 立 , 所 以 x | 是 范 数 ,CR", 上 。 | ?为 赋 范 空间 。 证 毕 
例 3.1.3 对 于 线性 空间 
t= (z=) | 5 了 <+-， 1<p<+%, 


和 定居 


-| 


tal (Bla pr) 


同样 由 闵 科 夫 斯 基 不 等 式 得 到 (4?*, 上 。 | ) 为 赋 范 空间 。 
例 3.1.4 对 于 线性 空间 /={x=(z1,7X2 Ti"); sup [|x | 二 十 0)， 
kEZTt 


定义 


| zl =sup | xi 1, 
AE 


易 知 (人 , 上。 | ?为 赋 范 空间 。 
例 3.1.5 对 于 线性 空间 C([Le ,0]) 中 的 元 素 zz) ,定义 


Iz =max | zG) |， 
ztE[a 


易 知 (CCLa ,0]), |， ) 为 赋 范 空间 。 
例 3.1.6 对 于 1<<p 过 十 吕 , 设 


四 
X(t)E€E Le tas6D = {zo | x(t) [dx <+o| 入 
定义 


lz 雪上 lx) ld ， 


则 (CL2*([a ,po]), 中 ， 1 ) 是 一 个 赋 范 空间 。 
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证 (1) 正定 性 : 显然 zx(z) 宇 0 并且 


5 六 
| zz) 1 -(| | wi(2Y ld] 一 0 人 (一 0 可 


所 以 当 我 们 把 工 *([a ,5]) 中 几乎 处 处 相等 的 函数 看 作 同 一 个 函数 时 , 上 | 。 | 满足 
正定 性 ; 

(2) 齐 次 性 : Va ER ,由 az) = 二 lal， xz(z) | 知 齐 次 性 成 立 ; 

(3) 三 角 不 等 式 : Me 01s i 


上 z+y| =(| | xy) Pa)” a | zxC) ar) + (| | yz) pa)” 
一 外 zl 十 1 yll， 
故 外 。|| 是 范 数 ,(L2([a ,6]), 上。 ) 是 一 个 赋 范 空间 。 证 毕 


注 ”除非 特殊 的 说 明 , 以 后 遇 到 上 面 的 空间 ,我 们 都 使 用 例子 中 的 范 数 。 
3.2 巴 拿 赫 空间 的 定义 


1. 依 范 数 收敛 
定义 3.2.1 设 {z,} 为 赋 范 空间 (X, | 。|| ?中 的 点 列 , 如 果 存 在 zxEX 使 得 
zx, 一 zz 一 0 (一 co)， 
那么 称 {z,)} 依 范 数 收敛 于 过 , 记 为 ZooOc5) 或 者 limz 一 7。 
定义 3.2.2 设 {z,} 为 赋 范 空间 CX, | 。 | ?中 的 点 列 , 如 果 存 在 常数 M>0 
使 得 
lz 和 M，YnE2， 
那么 称 {z,} 有 界 。 
注 收敛 所 点 列 一 定 有 界 ,证 明 留 为 习题 。 下 面 我 们 使 用 一 个 例子 来 学 习 赋 
范 线性 空间 中 的 连续 的 定义 。 


定理 3.2.3 设 (X, | ， 1) 为 赋 范 线性 空间 ,VYxEX, 设 f(z) 二 上 zx, 证 
明 f 是 连续 泛 函 , 即 
zs—z| 一 0 全 zl 一 外 zll( 一 ce)。 
证 ”根据 范 数 的 三 角 不 等 式 , Vz,yEX 有 
lzl=1z 一 > 十 ?外 委 ‖z 一 > 十 四 1， 
得 到 
外 有 上 = 中 并 一 羡 册 s 


男 一 方面 ,由 


和 3.2 巴 拿 赫 空间 的 定义 


jwl slly=z ll 和 z= ls 
得 到 
a esa ke ed: 
所 以 
| zl 一 yl 和 lz 一 >| 。 
因此 , 当 || z, 一 z | 一 0 时 得 到 
| | 有 有 二 
即 f 是 连续 泛 函 并 且 
ls -ml = = ls (=e 证 毕 


2. 由 范 数 导出 的 距离 
定理 3.2.4 设 (X, | ， || ) 为 赋 范 空间 , 若 定义 
d(z,y)=||z—y|, Vzsy €E X, 
则 a (zr,y) 为 X 上 的 距离 ,并 且 赋 范 空间 中 的 点 列 收敛 xz, 一 x 等 价 于 
dzwz) 一 上 外 zx, 一 zx 一 0 (一 co)， 
故 也 称 d(x,y) 为 由 范 数 上 。 || 导出 的 距离 。 
注 证明 留 作 习题 。 从 此 定理 可 以 看 出 ,所 有 的 赋 范 空间 都 是 距离 空间 ,距离 
空间 中 的 性 质 在 赋 范 空间 中 都 成 立 。 为 此 我 们 可 以 定义 完备 的 赋 范 空间 。 
定义 3.2.5 完备 的 赋 范 线性 空间 称 为 巴 拿 赫 (Banach) 空 间 。 
为 了 方便 大 家 记忆 ,我 们 总 结 成 表 3. 1。 


-| 
巴 拿 赫 空间 距 离 范 数 
1/2 nn 1/2 
R” drs) = (Dlr yl) xl - (Plz 1) 


co Up co 1/p 
1 datz) (Dlr 1*) | zl = (Plz 六 


1™ d(zr,y)= sup |xi—y| z= sup |z;| 
kEZt AEZ 
y) 一 N= E Da a 
Cl[a,b) d(r,y) ,az 人) y(Ct)1| 上 zl ,Max lz (0)| 


站 1/p » Up 
Ex*(Lasob]y a =(| zy ea) lz -=(| lz La) 
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注 在 3.1 节 的 例子 中 可 以 看 出 ,空间 R"、C([a,6])、W* 4 与 L*([a,6b]) 
都 可 定义 范 数 ,并 且 不 难 发 现 其 范 数 导出 的 距离 与 我 们 第 2 章 定义 的 距离 一 
样 ; 又 因为 这 些 空间 都 是 完备 的 ,因此 它们 按照 我 们 定义 的 范 数 也 都 是 巴 拿 


赫 空 间 。 


下 面 我 们 以 1* 为 例 ,用 范 数 的 收敛 证 明 其 为 巴 拿 赫 空 间 。 首 先 给 


定义 。 


出 柯 西 列 的 


定义 3.2.6 设 {z,} 为 赋 范 空间 (X, | 。 | 中 的 点 列 , 如 果 Ve>0, 3NE 


Z1, 当 m,n 家 N 时 有 
| zx, CO—zx, | =e, 
那么 称 {x, ) 为 空间 X 中 的 柯 西 列 。 


co 


例 3.2.7 对 于 线性 空间 1? 一 (2 一 (zozese srs): DD | 1“ 一 十 co | ， 


= 
若 定 义 


lzl (Dlx 1), 


则 Q?, 上， ) 是 巴 拿 赫 空 间 。 


>|- 


证 ”我们 已 经 知道 空间 /* 是 赋 范 线性 空间 ; 下 面 证 明 1* 中 的 任意 柯 西 列 都 


收敛 到 本 身 。 设 
rz (x RE sy ye) 


是 1* 中 的 柯 西 列 , 则 Ye 二 0,3 NEZ1, 当 m,nN 时 有 


各 
p 
la sm (Paap) <e 
1 


固定 &, 当 ,2 之 N 时 
| ES —zr™ [Ea | i i | 六 
故 {zs”}) 是 实数 集 R 中 的 柯 西 列 。 由 R 的 完备 性 , 3 x ER ,使 得 


Gn) 
i nce 


C3.2. 1) 


设 z= 二 (zi,z2 ,Th，"…) ,根据 (3.2.1) 式 ,V1EZ!+, 当 m,nN 时 有 


| 过 多 一 严 全 | 
令 刀 一 co, 当 ?2 和 N 时 得 到 


本 
Dz oz |? Se?, 


k=1 
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再 设 /一 c2 ,有 


即 
I > I(n—> 00); 


明显 的 x 一 +E1?, 故 得 到 


I=x (rr — zr)EL, 
从 而 得 到 上 中 的 柯 西 列 收敛 到 本 身 。 因 此 1?* 是 巴 拿 赫 空 间 。 证 毕 
3， 由 距离 导出 的 范 数 
我 们 已 经 知道 对 赋 范 空间 (X , 上 。|| ) , 若 定义 


d(xr,y)= lx—yl, 
则 (X ,qd) 成 为 一 个 距离 空间 。 反 之 ,对 于 距离 空间 (X ,d ) , 若 假设 
| 过 外 二 2005 
则 外。|| 能 使 得 X 一定 为 赋 范 空间 吗 ? 答案 是 不 一 定 。 
例 3.2.8 对 于 线性 空间 C([a ,5]) 中 的 元 素 z(z) 与 y(1) ,其 距离 为 
d(xz,y) =max le) le 
若 假 设 
| zt) 1 =ad(zr,0) = a | 半 X2Yr|s 
则 CC(La,6]), 上， 中) 为 赋 范 空间 。 
例 3.2.9 对 于 序列 空间 中 任意 的 实数 列 z={ztj 姑 il 与 y 二 {yr)ti1, 按 距离 


[w= | 
dzyy) 
4 Dr 


及 上 z==d (x ,0) 不 能 成 为 赋 范 空间 。 
证 对 于 上 z= 二 d(x ,0), 其 中 9 理解 为 零 元 素 (0,0,…) , 取 
w= 


则 


0 i 
lzl a 


k=1 


12z1 = = 站 冯 吕 


品 属 


所 以 


S2 
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上 2s 册 滨 多 届 包 届 5 
即 上 zx | 二 d(x,0) 不 满足 齐 次 性 ,因此 序列 空间 按照 ez 二 d(x ,0) 不 能 成 为 赋 
范 线性 空间 。 证 毕 
下 面 我 们 给 出 距离 空间 是 赋 范 空间 的 一 个 充分 条 件 。 
定理 3.2.10 设 X 是 实数 集 R 上 的 线性 空间 ,ad 为 距离 ,假设 Yz,yEX 及 
Va ER 满足 下 面 的 两 条 性 质 : 
OD d(xr—y,0)=d(r,y); 
©@ dl(ar ,0)=lald(zr,0); 
若 设 
| zl =ad(zr,0), 
则 (CX ,上 。 | ?为 赋 范 空间 。 
证 (1) 正定 性 : 明显 的 , | z ‖ = 二 d(x ,0) 宇 0, 并 且 
Izl =ad(r,0) =0Sr =0; 
(2) 齐 次 性 : 由 第 二 条 性 质 得 到 | az e ==d (az ,0)=|ald(x,0)=lal* zx|; 
(3) 三 角 不 等 式 : 由 距离 的 三 角 不 等 式 及 第 一 条 性 质 得 到 
Iz+yl| =ad(zr+ty,0) 
qd(zi+ysy)+d(y,0) 
=d(z,0)+d(y,.0) 
一 zl 二 lyl， 
所 以 范 数 的 三 角 不 等 式 成 立 。 故 (X, | 。 | ) 为 赋 范 空间 。 证 毕 
4. 有 限 维 巴 拿 赫 空间 
泛 函 分 析 主 要 研究 的 是 无 限 维 的 空间 ,但 对 于 有 限 维 的 空间 我 们 有 非常 好 的 
性 质 。 下 面 的 证 明 读者 可 参考 文献 L[2,4.7]。 
定义 3.2.11 设 | .1 与 此。 | :是 线性 空间 X 上 的 两 个 范 数 , 若 3Ci， 
C2: 二 0, 使 得 VzEX 都 有 
(SM Ed Es Ee Ee Go Ee | 相 全 
则 称 这 两 个 范 数 等 价 。 
定理 3.2.12 有 限 维 线性 空间 X 上 的 任意 两 个 范 数 都 是 等 价 的 。 


证 (1) 设 {ei,es，…,e,) 是 X 上 的 一 个 基 , Vx 一 >)zriet EX, 定 义 
k=1 


1 


Ix, (Plz 1), 


k=1 


则 1 zl， 是 X 上 的 一 个 范 数 。 设 | xz 1 是 X 上 的 任 一 范 数 , 则 


特 3.2 巴 拿 赫 空间 的 定义 


1 


<Diallel < (Blal’). 


=1 k=l 


Paes 
k=1 
Cs=( 纺 el) ,有 
k=1 
lal <6 (Dzl) =6, zls, 
k=1 


(2) 下 面 将 证 3 C, 之 0, 使 得 
wl SG lwllas Vie Rs 


EAs 


即 要 证 
四 
本 
[E> 
根据 
1 
[er en 


而 在 R” 中 ,单位 球面 S 是 紧 集 , 若 定 义 太 :R" 一 及 为 


f(z1sr29 Ta) 一 一 外 xll， 
则 由 
[| 
=| | xl 一 由 yl 和 1 xz 一 | 三 一 ye)ex 


<(Piz—y pl) (Flel:) =cslx—yl,, 
得 到 /是 S 上 的 连续 函数 ,从 而 可 取 到 最 小 值 C 之 0。 由 于 


i & Sn 
Tx 
故 有 
1 1 ] i x] 
¥ J Ss 着 rs 
f(T [EI ET | | els 


(3) 结合 上 面 估计 得 到 
Gls ll see le li Yee 
所 以 | x | 与 1 zx | ,等 价 。 证 毕 
定理 3.2.13 ”有限 维 赋 范 空间 有 下 面 的 性 质 m"? 
(a) 有 限 维 赋 范 空间 X 是 巴 拿 赫 空间 ; 
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(b) 任 一 赋 范 线性 空间 的 有 限 维 子 空间 都 是 巴 拿 赫 空间 ,从 而 也 是 闭 子 空间 。 

定理 3.2.14 ”对 赋 范 空间 X ,下 列 条 件 是 等 价 的 : 

(1) X 是 有 限 维 的 ; 

(2) X 中 的 有 界 集 都 是 列 紧 集 ; 

(3) X 中 的 有 界 闭 集 都 是 紧 集 ; 

(4) X 中 的 单位 闭 球 B1(0) 二 {rEX: lz 三 1} 是 紧 集 ; 

(5) X 中 的 单位 球面 S={(zEX: | zll=1) 是 紧 集 。 

下 面 列举 几 个 反例 。 之 前 已 经 证 明了 x, (1)==t"(nE€21+) 是 C([0,1]) 中 的 有 
界 集 但 {x,} 没 有 收敛 子 列 ; 虽然 赋 范 线性 空间 中 任意 的 有 限 维 子 空间 必 是 闭 子 空 
间 , 但 是 下 面 的 例子 说 明 一 个 无 限 维 空 间 中 存在 不 闭 的 线性 子 空间 四。 

例 3.2.15 赋 范 线性 空间 中 存在 不 闭 的 线性 子 空间 。 

解 设 X 代表 只 有 有 限 个 非 零 坐 标的 数列 x 二 {x1,zs，…}) 所 组 成 的 线性 空 
间 , 并 令 


oo 


on 


n=1 

则 X 是 2 的 一 个 线性 子 空 间 。 在 六 中 取 点 列 
1 1 1 

1 二 (01,0;050) so 二 (1 玉 :01) 二 (0 

1 


-pm A 1 时 人 2 
并 假设 z 一 (1, or pe je: , 则 


ls al dD 


i=n 


即 {x,) 收 化 于 zx。 由 于 xKX, 故 X 是 1* 中 的 一 个 不 闭 的 线性 子 空间 。 


3.3 有 界线 性 算 子 


a 洛 
去 | ) 一 0(02 一 co)， 


1. 有 界线 性 算 子 
在 第 1 章 中 已 经 定义 了 连续 算 子 与 线性 算 子 ,现在 我 们 在 赋 范 空间 中 重 写 连 
续 算 子 的 定义 。 
定义 3.3.1 设 (X, 上 .x) 与 (Y, 上 ， 员 y) 是 两 个 赋 范 空间 ,TT: X 一 Y 是 
一 个 算 子 。 如 果 Ve 二 0, 36 二 0, 使 得 
1z 一 zolx<s>>1TGz) 一 TCzo) ly <e, 
那么 我 们 称 算 子 T 为 连续 算 子 。 


性 3.3 有 界线 性 算 子 


注 在 不 引起 混乱 的 情况 下 ,空间 X 与 了 中 的 范 数 都 简 记 为 ， || 。 
定义 3.3.2 设 空间 XX 与 Y 是 赋 范 空间 ,T:X>Y 是 算 子 。 若 了 M>0, 使 得 
ITr|l <MIzl|, vrE€EX, 

则 称 工 为 有 界 算 子 。 

例 3.3.3 有限 维 空间 中 的 线性 算 子 一 定 是 有 界 算 子 。 

证 设 (X ,上 ， 1) 为 n 维 赋 范 空间 ,Y 是 任意 的 赋 范 空间 ,T:X 一 Y 是 线性 
算 子 ,并 假设 {el ,ez,…,e,} 是 X 上 的 一 个 基 , 则 YVxEX,3 了 zeER 有 

x = Drer. 
k=1 


令 
亚 1/2 
lxls=(D lat), 
k=1 
则 | x ;也 是 X 上 的 一 个 范 数 。 由 工 的 线性 性 质 和 赫 尔 德 不 等 式 可 知 


n 
DriTes < > | xz: | || Te, | 
k=1 Wg 


1 1 
3 
k=1 k=1 


| Tx | = 


其 中 
c=-( 盖 1rel9) 
根据 有 限 维 线性 空间 中 任意 两 个 范 数 等 价 ,存在 C' 二 0 使 得 
< sei 
从 而 有 
Txl ee xllys Vee Xs 
因而 工 是 有 界 的 。 证 毕 
例 3.3.4 VxEC([a,6b]), 定 义 
1 60) = rd, 


则 了 是 定义 域 C([a ,565j]) 上 的 有 界线 性 泛 函 。 
证 显然 了 是 线性 泛 函 ; VxEC([a ,6b])， 


| Ca 三 car 


b 
<| IxzG)|d 


b 
<| max | (2) |d=(5—a)lzl, 
at b 


Era， 


故 了 是 定义 域 C(La,5]) 上 的 有 界线 性 泛 函 。 证 毕 
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现在 给 出 有 界线 性 算 子 最 基本 的 一 个 性 质 。 

定理 3.3.5 设 空间 X 与 了 是 赋 范 空间 , 工 :X-~Y 为 线性 算 子 。T 为 有 界 算 
子 的 充 要 条 件 为 了 是 连续 算 子 。 

证 ”必要 性 : 因为 工 为 有 界线 性 算 子 ,所 以 3M>0, 当 zz 一 时 

| Tz, 一 Tzll=1Tcz 一 xz) 外 入 Mllzs 一 zx 一 00 一 co)， 

即 Tz, 一 Tz, 因 此 T 连 续 。 

充分 性 : 当 工 连续 时 , 反 设 工 无 界 , 则 可 设 存在 点 列 {z, } 满 足 

DT Sn | i, || s 


es 


若 设 y, 一 一 一 一 , 则 
= | 
| le i 
yl “可 | 区” 和 | nllzl|l x mn 
由 工 的 连续 知 | Ty, | = 上 Ty, 一 T9 上 一 0; 但 是 
加 雹 8 _ zz | 
td ey a py 
与 | Ty, 上 0 矛盾。 因此 了 为 有 界 算 子 。 证 毕 
2. 无 界 算 子 
首先 给 出 无 界 算 子 的 定义 。 


定义 3.3.6 设 空间 X 与 Y 是 赋 范 空间 ,T:X 一 Y 为 算 子 。 若 YVM>>0， 
3zExX 使 得 
I ED 因 坟 人 区 二 区 
则 称 T 为 无 界 算 子 。 
下 面 举 一 个 无 界 算 子 的 例子 。 
例 3.3.7 设 P(L0,1]) 为 区 间 [0,1] 上 多 项 式 的 全 体 ,对 于 x EP([0,1]) 使 
用 范 数 
Izll=max |z() |， 
tE[0,1] 
及 定义 算 子 
CTz)CD 一 和 rc)， 


则 算 子 T 是 一 个 无 界线 性 算 子 。 
证 (1) VzsyEP([0,1]) 及 Vas5bER 有 


T(az 十 py) = 全 (oz 十 by) 一 aTZz 十 0OTy， 
故 工 是 一 个 线性 算 子 。 
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(2) VM>0, 取 z=t™*+!, 则 有 


zl 三 看 着 | aa |=1 
tE[0,1] 
又 因为 
| Trl = M+ Dr™ | = max | (M+Di™ |=M+1>Mi|lz|, 
故 T 是 无 界 算 子 。 证 毕 


3. 线性 算 子 在 应 用 中 的 几 个 例子 

例 3.3.8( 线 性 系统 中 *”) 设 T 是 一 个 离散 一 离散 线性 系统 ,假设 输入 信和 号 
为 + 三 {4) ezt ,其 输出 > 一 人 7 和 ez 。 假 如 输入 和 输出 都 是 能 量 有 限 的 离散 信 
号 , 则 工 就 是 1*(21+ ) 到 2 (2* ) 的 线性 算 子 , 这 里 


L212 = ealz =D 1 :<4 
kEZt 


假定 是 平移 不 变 的 ,也 就 是 说 : 对 于 任意 的 + 一 {6,) ,cst 和 任意 的 j E21， 

二 yi ,其 中 x’ 二 {ij) ezt sy 二 {WU-j)iezt; 同时 还 假设 对 于 单位 脉冲 
{64}iezt ' 其 输出 (脉冲 响应 ) 为 二 {hezt ; 则 对 于 任意 的 x 二 {&4) ,ezt， 由 二 
六 504 以 及 T 的 线性 性 质 可 知 


jezZt 
Tr =z*h— {Desh ; 
jezt kEZt 
这 里 x *h 称 为 x 和 hh 的 卷 积 ,根据 卷 积 性 质 可 知 了 还 是 1*(2Z* ) 到 请 (Z” ) 的 有 
界 算 子 。 


例 3.3.9( 人 口 演 化 问题 cm"a) 设 P(a,7) 为 在 时 间 t 时 年 龄 为 a 的 人 口 密 
度 ,D(a) 与 B(a) 分 别 为 年 龄 为 a 的 人 群 的 死亡 率 与 生育 率 ,Po l(a) 为 人 口 初始 分 
布 密度 ,m 为 最 大 存活 年 龄 ,人 口 演化 模型 如 下 : 


aPplauwiy 4a a 
da ot 


二 D(a)Pl(a.,t)=0, 


P(0,1) =| Bed Peas da > 
0 


Plas0) = Pn) 和 和 
男 外 ,我 们 设 死亡 率 与 生育 率 满足 下 面 的 条 件 : 
D(a) 宇 0,a € [0,m], 


“D(s)ds <+ ,a € [0sm), 
0 


| .DGs)ds = 十 co， 
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B(a) 守 0,a € [0,m], 
| € Cl([0,m]), 
supp(B)=[ai,as | C (0,m), 
这 里 的 supp(B) 是 使 得 函数 B 的 值 不 为 零 的 自 变量 的 集合 ,[ai ,a; ] 为 妇女 的 生 
育 时 间 段 。 另 外 ,这 里 的 生育 率 B(a) 可 以 看 作 一 个 控制 ,计划 生育 等 手段 就 是 通 
过 改变 生育 率 来 控制 人 口 增长 的 。 
定义 无 限 维 空间 
E08NNS= DO: =R :| | f(s) 1 ds 去 十 ce) ， 


则 可 把 P(a ,z) 看 成 是 L'((0,m)) 中 演化 的 变量 , 即 PC ,1)EL'((0,m))。 下 
面 我 们 把 上 面 的 演化 模型 写成 算 子 的 形式 。 定 义 线性 算 子 A 如 下 : 
Agp =—9’(a)— D(a)y(la), 
其 定义 域 为 
9p EL'((0,m)):Ap EL'((0,m)),p(0) =| Bogcod 9 
此 时 演化 模型 可 以 写成 下 面 的 发 展 方程 的 形式 : 


dP 
| 全 =4P， 
[peo) 一 忆 。。 


我 们 可 以 看 出 ,在 分 布 参数 系统 的 研究 中 , 勤 贝 格 积分 . 巴 拿 赫 空间 、 线 性 算 子 与 算 
子 方程 等 泛 函 分 析 的 基本 概念 与 工具 起 到 了 重要 的 作用 。 


3.4 算 子 空间 


本 节 继 续 研 究 有 界线 性 算 子 的 性 质 。 我 们 将 要 说 明 有 界线 性 算 子 的 集合 也 是 
一 个 线性 空间 ,并 当 算 子 赋予 范 数 后 ,此 线性 空间 还 是 赋 范 线性 空间 。 


1. 算 子 的 范 数 
定义 3.4.1 设 X,Y 是 赋 范 空间 ,T:X>Y 是 线性 有 界 算 子 , 设 
| T | -sup Tl, 
zz¥9 | xz 


称 ‖T|| 为 算 子 的 范 数 。 
注 根据 上 面 的 定义 ,我 们 得 到 
中 送 届 于 语气 疙 。 
后 面 我 们 还 要 证 明 i 工 | 确实 满足 范 数 的 3 个 性 质 。 
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定理 3.4.2 设 X,Y 是 赋 范 空间 ,T:X>Y 是 线性 有 界 算 子 , 则 


| 开外 一 ,SUP， | 用 让 二 | 一 SP， | Tz 
证 (1) 对 于 任意 非 零 zxvEX, 设 > 一 ze/ zol, 则 | > | 三 1, 所 以 
| Tzo | 


= 上 Ty| < .sup || Tz 。 
l,ll 1z1=1 


再 根据 zw 的 任意 性 ,得 到 


171 sp EE < sup | Tel. 
[医治 | 1z1=1 
(2) 由 算 子 的 性 质 得 到 
171 sop EEL > se 1Tzl > sp 1 Tel. 
上 zx 1z1 si = 
结合 以 上 两 方面 得 到 我 们 的 结论 证 毕 


下 面 我 们 具体 地 求 算 子 的 范 数 。 设 X,Y 是 赋 范 空间 ,TT:X 一 Y 是 线性 有 界 
算 子 ,不 妨 设 
ITrl| <MIlzl, 
由 此 可 得 
IT =sup Te 


故 算 子 T 的 范 数 是 满足 |Tz lsMlz | 的 所 有 M 的 下 确 界 。 
例 3.4.3 定义 算 子 T:C([a ,0]) 一 C([a ,60]) 如 下 : 


(Td =| zas, 


求证 工 | =b 一 a。 
证 Vzx(t)EC([La,b]) 我 们 有 


: 
| Tz | =max | Tx |=max | (5)ds 
rE [a,b] sé[aib] | a 


4 
<max| | zs | ds 
Efa 5 a 


b b 
-| lzc) 1 ds <| max | z(t)|ds=(6—a)l||z|, 
a at€[a,b] 


所 以 上 Tb 一 a。 
另外 , 取 zo(i) 王 1CViE[a,0]), 则 


| 医 2 = | wt) [= 
+E€[a,b] 
根据 定义 得 到 
IT = sup | Trl Tz =max | ep 一 0 一 4&， 
lzl=1 t€[a,b] |Ja 


襄 册 了 必 =6 二 六。 证 


长 
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下 面 我 们 给 出 矩阵 确定 的 算 子 的 范 数 , 其 证 明 可 参考 文献 [5] 或 者 文献 [7]。 
例 3.4.4 设 A=(ai),xs 为 mXn 实 和 矩阵 ,对 于 任意 的 x 二 (zx1 ,zs,… ,Xx,)'， 
定义 矩阵 A 所 对 应 的 线性 算 子 T:R" 一 R” 如 下 
Ts =A3 


若 在 R" 中 使 用 下 面 不 同 的 范 数 
> | zj 1*) “， 1 及) 一 十 co， 


| x 1 ， 王 
下 二 [wy Js 访 王 十 ceo， 
则 算 子 T 的 范 数 为 
je i 
1TI=*4maxv|4;|,， = 


1<j<n 


n 


max 》) | ay |， p=+%， 


1<i<m j=1 


其 中 24;G 二 1,2,…,n) 为 47A 的 特征 值 。 
2 
例 3.4.5 对 于 答 隆 4 一 ( |) ,线性 算 子 了 :RE-Re 定义 如 下 


T= 
求 算 子 工 的 范 数 。 
解 ” 因 为 矩阵 4 是 对 称 阵 , 所 以 当 A 的 特征 值 为 4;(j 二 1,2) 时 ， 
IT =max | 1; |。 
j=1,2 
根据 
1—A 2 
2 1—X 
得 X41 二 一 1,4s= 二 3, 所 以 TT 中 =3。 
2. 共 斩 空 间 
定理 3.4.6 设 X,Y 是 赋 范 空间 ,从 X 到 Y 的 有 界线 性 算 子 的 全 体 记 为 
BCX) 
(1) BCX,Y) 按 算 子 范 数 成 为 一 个 线性 空间 , 称 为 有 界线 性 算 子 空间 
(2) BCX ,Y) 按 算 子 范 数 成 为 一 个 赋 范 空间 ; 
(3) 若 Y 是 巴 拿 赫 空 间 , 则 B(X ,Y) 也 是 巴 拿 赫 空间 。 
证 (1) 对 于 任意 的 Ti,T, EB(X,Y), 以 及 VzxEX 与 Ya ER ,定义 线性 


4p |=| = Da»=0, 
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运算 如 下 : 
《Ti 和 TOS= TE Ta 
(gaTI)r=a( Ta)s 
则 有 
| 直人 Tat Bll ?wl Dl 
TH :z+ Ts .Hz 
=€| Tl + Ts) lz ls 
根据 T,T,EB(X,Y) 得 到 TT 十 T,EB(X;Y), 并 且 
rT Tll eT Ea 
另外 ， 
| aT, = syp, | (aT zx = syp, lacTizx) | 
=| a | syp, ll (Tiz) | =|la | | Tl; 
所 以 aT1 EB(X,Y), 并 且 
harsh.=) wl Ws 
因此 B(X ,Y) 为 一 个 线性 空间 。 
(2) 由 (1) 中 的 证 明 我 们 已 经 知道 | T | 满足 范 数 的 三 角 不 等 式 以 及 齐 次 性 ， 
下 面 我 们 验证 正定 性 。 显 然 , 工 趾 宇 0; 车 上 TT ==0, 则 YxEX ,根据 定义 有 
17Tzl < 1THIzl =0, 
从 而 有 Tz 三 9, 再 由 x 的 任意 性 知 工 =0, 即 工 为 零 算 子 ; 若 工 =0, 则 有 
IT = sup, | Tz = syp, 21 =0, 
所 以 T=0 舍 T=0。 因 此 BCX,Y) 按 算 子 范 数 成 为 一 个 赋 范 空间 。 
(3) 设 {T,} 是 B(X ,了 ) 中 的 柯 西 列 , 则 Ye 二 0,3NEZ', 当 m,n 王 N 时 有 
【SS = 必 过 记 


此 时 ,对 于 zxEX, 有 
[a 0 Se Ye | 
| A KW 
所 以 当 x 固定 后 ,{T,zx)}) 是 Y 中 的 柯 西 列 。 再 由 YY 的 完备 性 知 习 y EY ,使 得 
T= Ws 


定义 算 子 :XY 为 
Tr=y 一 imT,z， 
根据 {T, } 的 线性 性 质 , 易 知 工 是 一 个 线性 算 子 , 下 面 将 证 明 : T, 一 TT。 
在 (3.4.1) 式 中 令 mm 一 吕 ,由 范 数 的 连续 性 得 到 
Lor = el 
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故 根据 算 子 范 数 定义 有 
[Wr a | = syp, | (T, — TT)z | <e, 
从 而 有 TT, 一 TEB(X,Y) 并 且 
liml T,—TI =0., 
最 后 ,由 T,,T, 一 TEB(X,Y) 得 
一 本 一 人 于 

故 B(X ,Y) 是 巴 拿 赫 空 间 。 证 毕 

定义 3.4.7 赋 范 空间 X 上 的 全 体 有 界线 性 泛 函 形成 的 巴 拿 赫 空间 B(X,R ) 
称 为 X 的 共 郝 空间 (或 对 偶 空间 ) , 记 作 X ” 。 

例 3.4.8 R” 的 共 思 e 空 间 是 R"; /1 的 共 轿 空间 是 1”; 1* 的 共 思 空间 是 1， 
其 中 


1<p<+%, 二 一 二 1。 


1 1 
妆 ” 过 

我 们 再 以 L*([a,6b]) 空 间 为 例 给 出 共 力 空间 的 具体 意义 ,其 证 明 可 参考 文 
献 [2,7]。 

定义 3.4.9 设 XX,Y 是 赋 范 空间 ,T:X>Y 是 线性 算 子 , 若 VzEX 有 

让 二: 蛋 翅 3 

则 称 工 :X->Y 是 保 距 算 子 ; 如 果 了 又 是 满 射 ,那么 称 了 是 同 构 映射 ,此 时 称 义 与 
Y 同 构 。 

注 ”由 于 同 构 映 射 保 持 线 性 运算 及 范 数 不 变 ,所 以 撤 开 X 与 Y 中 元 素 的 具体 
内 容 , 可 以 将 X 与 Y 看 成 同一 个 抽象 空间 而 不 加 以 区 别 , 在 这 个 意义 下 我 们 认为 
区 

例 3.4.10 L?*([a,b]) 的 对 偶 空间 是 L'([a,65]), 即 VfECL?*([a,6]))*， 
存在 唯一 的 yE 工 (La ,bj]) ,使 得 


四 
fz) -| Tn Yee Led 


| 
且 上 f= 中 y1 ,其 中 Wn 
注 在 上 例 中 ,定义 T:(L?*([a,6]))* 一 L*([a,6]) 如 下 : 
Tf=y， 


则 工 是 线性 保 距 满 射 算 子 , 即 TT 是 同 构 映射 (请 看 文献 [8],p. 126) ,所 以 
(Eres Gh =E(La tl 
例 3.4.11 设 1=<p 过 十 o,0 过 a 二 p ,VuEL?([0,1]) 定 义 


1 
fw WE ds 
0 
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证 明 冰 全 全 101 兰 求 ‖ 天 1 到 。 
二 
证 设 x"=t 及 "一 一 “ ,得 到 
Fo = auc) Le d=) uv dr, 
0 Qa 0 
根据 


1 (Ea 1/g 1 | l/g 
to = | <+e, 
a 0 a 办 = 站 


得 到 vEL([0,1]), 故 有 fE(L?*([0,1]))" ,并 且 
和 l/g 
171= vl =} ed 。 证 毕 
例 3.4. 12( 力 学 中 的 对 偶 性 和 能 量 ce2 ) 设 w(z,7) 是 连续 体 0 在 时 间 / 
时 一 质点 x 的 位 移 向 量 ,o 是 连续 体 的 密度 ,f(z ,1) 是 在 时 间 + 时 作用 在 质点 zx 上 
的 单位 质量 体积 力 ,并 假设 体积 力 是 重力 ,那么 体积 力 的 重力 势能 为 


vdoD= 一 | pf Ee 
其 中 .wu 是 通常 R 中 的 向 量 f 与 的 数量 积 。 假 设 X 是 连续 体 Q 的 位 移 场 的 
线性 向 量 空间 ,并 赋予 范 数 
| all =(| 。 udz ) , 
则 重力 势能 V 就 是 X 上 的 连续 线性 泛 函 。 此 时 一 pf EX” ,其 中 X "为 体积 力 空 
间 ,并 且 


VCOf su) 

EA 

3. 第 二 共 思 空间 与 自 反 空间 

定义 3.4.13 对 于 赋 范 空间 X, 设 X“ 为 X 的 共 轿 空间 ,X* 的 共 力 空间 
(X* )“ 称 为 X 的 第 二 共 斩 空 间 ( 或 者 第 二 对 偶 空 间 ) . 记 作 X”。 

定义 3.4.14 对 于 赋 范 空间 X ,固定 zxEX, 定 义 

J(f/)=f(z), VfEX', 

称 算 子 J 为 自然 映射 。 

定理 3.4.15 JEX” 且 | 了 由 委 中 站。 

证 Vf,gEX* 及 a,BER ,有 

J (af +Bg)=(af +Bg)(rz)=af(r)+Bg(r)=a] (f)+B] (g), 

故 本 是 线性 的 。 再 由 


1JCP) 1=I f(z) | zl fl, 
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知 |j1 科 1 zl ,所 以 J:X 一 及 是 有 界线 性 泛 函 。 证 毕 
定理 3.4.16 任 一 赋 范 空间 X 与 其 第 二 共 轿 空间 X” 的 某 一 子 空间 同 构 , 并 
有 
bp, 
定义 3.4.17 对 于 赋 范 空间 X , 若 映射 J :X 一 X” 是 满 射 , 即 
J(X)=X™,， 


则 称 X 为 自 反 空间 , 记 作 X= 二 =X”。 
例 3.4.18 R” ,1?,L?*([a,6b]) 都 是 自 反 空间 ,例如 
Cr = = = 


其 中 1<p<+o 人 十 二 一 1。 


例 3.4.19 站,L1C2) 不 是 自 反 空 间 C”2s4 。 


3.5 能 收 敛 


我 们 知道 ,在 无 限 维 赋 范 空间 中 有 界 集 不 一 定 有 收敛 子 列 ,或 者 说 无 限 维 赋 范 
空间 的 单位 闭 球 不 是 紧 集 ,因此 我 们 需要 定义 较 弱 的 收敛 性 ,以 便 应 用 到 实际 问题 
中 得 到 我 们 想 要 的 结论 。 

定义 3.5.1 设 X 是 赋 范 空间 ,{z,}CX, 若 3zEX, 使 得 VFEX* 有 

ae (2 一 co)， 
则 称 点 列 zx， 弱 收敛 于 z ,并 把 zx 称 为 zx, 的 弱 极 限 , 记 作 
ES (2 一 co)。 

注 ”相应 地 ,之 前 的 {z,}CX 依 范 数 收 傅 于 x (| xz, 一 x 一 0) 也 称 为 强 收 

敛 , 仍 记 作 

wi 
强 收 敛 的 极限 是 唯一 的 , 弱 收 敛 也 会 有 同样 的 结论 。 其 证 明 需 要 应 用 巴 拿 赫 空 间 
中 的 几 个 基本 定理 , 故 下 面 的 定理 留 作 后 面 章 节 的 习题 。 

定理 3.5.2 设 X 是 赋 范 空间 ,点 列 {fz,}CX 弱 收 敛 于 x,， 则 

(1) 弱 极 限 x 唯一 ; 

(2) {x,} 有 界 。 

定理 3.5.3 强 收 敛 与 弱 收 敛 的 关系 为 : 

(1) 强 收 敛 一 定 弱 收 敛 ; 

(2) 弱 收 敛 不 一 定 强 收敛 ; 

(3) 有 限 维 空间 中 弱 收敛 与 强 收 敛 等 价 。 


和 3.5 弱 收 剑 、 65 


证 (1) 设 X 是 赋 范 空间 ,着 xz, 一 z+, 则 VfEX"* ,由 
| f(x) — for) |=| fz, mx) | 过 1 外 llz 一 zl 一 0， 
得 到 x, 弱 收敛 于 芝 。 
(2) 在 空间 1 中, 取 e, 二 (0,…,0,1,0,…), 那 么 上 e, ‖ ==1, 故 {e,}) 不 强 收敛 
于 零 。 但 是 ,对 于 任意 的 f= 二 {f,}E (4*)" 一 请 ,有 


fles) = fses=f, >0 (no%), 
所 以 {e, } 弱 收敛 于 零 。 
(3) 只 需要 证 明 有 限 维 空间 X 中 的 弱 收 笋 是 强 收 魏 。 设 x, 一 >x (n 一 0)， 
X 的 基 设 为 {el ,es，…,e) ,并 设 
天 


X=éie 十 人 ez 十 … 十 避 en， 


则 VEX” ,有 
fx) >f(x) (n—> oo), 
定义 
1，, i=j, 
file;) =6; -| | 
0，i 关 j， 
fi(x)=éfi(e) t+ésfiles) tt én fn (en) =é,, 
则 f;EX" ,根据 弱 收 全 有 
Em =fi(x,) > fi(x)=é,(n— oo), 
从 而 根据 范 数 的 三 角 不 等 式 有 


le xl =| Dem -ee 
i=1 


委 2 1 (6 一)ei 1 
i 一 1 


< > | =—€, | | e; | = 0 
i=1 


即 {x,} 强 收敛 于 xx。 证 毕 

我 们 定义 自 反 空间 的 最 重要 作用 之 一 就 是 下 面 的 定理 (其 证 明 可 参考 文 
献 [8],p. 147) 。 

定理 3.5.4 自 反 空间 中 的 有 界 点 列 必 有 弱 收 敛 子 列 。 

注 在 后 面 的 章节 中 ,可 以 知道 ,一 个 弱 收 敛 的 点 列 附加 适当 的 条 件 就 可 以 得 
到 强 收敛 。 

下 面 我 们 仿照 X 上 的 弱 收 和 敛 的 定义 给 出 X 上 的 弱 收 敛 的 定义 ,相关 的 证 明 
与 性 质 可 参考 文献 [2,7,8] 等 。 
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定义 3.5.5 设 XX 是 赋 范 空间 , 泛 函 序列 {f,)CX*,fEX*。 着 Vx™E€ 
和 ”有 
(fi) >=z"(f) (一 co)， 
则 称 泛 函 序 列 f, 弱 收 剑 于 了 ,并 把 f 称 为 f, 的 弱 极 限 。 
定义 3.5.6 设 久 是 赋 范 空间 , 泛 函 序列 {f,}CX,fEX*。 若 VxE€ 
X, 有 
FR (ods 
则 称 泛 函 序 列 f, * 弱 收 全 于 f ,并 把 f 称 为 六 的 * 弱 极 限 。 
注 根据 XCX”,X" 上 的 弱 收敛 蕴含 X" 上 的 * 弱 收 敛 ,而 且 当 XX 是 一 个 
反 空 间 时 , 弱 收 敛 与 * 弱 收敛 等 价 。 


3.6 紧 算 子 
什么 算 子 能 够 把 有 界 集 喘 为 列 紧 集 呢 ? 这 就 是 本 节 将 要 学 习 的 一 个 非常 重要 
的 算 子 一 一 紧 算 子 。 


定义 3.6.1 设 X,Y 是 赋 范 空间 , 若 算 子 T:X>Y 把 X 中 的 有 界 集 映 成 了 
中 的 列 紧 集 , 则 称 T 为 紧 算 子 。 

定理 3.6.2 设 X,Y 是 赋 范 空间 ,线性 算 子 :XY 的 以 下 性 质 等 价 : 

(为 时 人 息 子 5 

(2) 对 于 X 中 的 有 界 点 列 {x,),{Tzx,} 有 收敛 子 列 ，; 

(3) 工 把 X 中 的 单位 球 B1(0)== {x EX: xz 过 1} 映 成 Y 中 的 列 紧 集 。 

证 ”我们 只 需要 证 明 (3) 二 (1)。 设 ACX 为 有 界 集 , 即 存在 常数 M 二 0 使 得 

Iz| <M, vrE€EA., 

设 zx,EA, 因 为 


| i 
页 CTz。) =T 人 (全 ) Ee TCBICO)Y; 


根据 了 (B,C0)) 列 紧 ,得 到 吉 (Tz,) 存 在 子 列 襄 (Tz, ), 即 Tzw 是 Tz， 的 收 伍 子 


列 。 故 工 :X- 一 Y 为 紧 算 子 。 证 毕 
下 面 我 们 给 出 几 个 紧 算 子 的 判定 定理 及 例子 。 
定理 3.6.3 设 X.,Y 是 赋 范 空间 ,TEB(X,Y), 若 算 子 工 的 值 域 是 有 限 维 
的 , 即 


dim(R(T)) 天 十 ce， 


和 3.6 紧 算 子 、67 


则 工 为 紧 算 子 。 

证 根据 T 为 线性 有 界 算 子 , VzEB,(0),. 有 

TTz| < IlTIzl < 1TI<+™, 

所 以 T(B,(0)) 是 有 界 集 。 再 由 dim (R(T)) 二 十 吕 , 得 到 (B10(0)) 是 列 紧 集 , 故 
T 为 紧 算 子 。 证 毕 

注 ， 赋 范 空间 上 的 有 界线 性 泛 函 是 紧 算 子 。 这 是 因为 有 界线 性 泛 函 的 值 域 在 
有 限 维 空间 R 中 ,从 而 是 紧 算 子 。 

另外 , 紧 算 子 还 有 如 下 的 一 些 性 质 。 

定理 3.6.4 设 X,7Y,Z 是 赋 范 空间 ,TiEB(CX,Y),T:EB(GY,Z), 并 且 了 T,， 
Ts 中 至 少 有 一 个 是 紧 算 子 , 则 算 子 T,T, 二 T,*Tl:X 一 2Z 为 紧 算 子 。 

证 不 妨 设 TiEB(CX,Y) 为 紧 算 子 , 则 对 于 X 中 的 有 界 集合 A,T1(A) 为 Y 
中 的 列 紧 集 。 再 根据 连续 算 子 T, 把 列 紧 集 映 成 列 紧 集 ,所 以 T:T,(A ) 为 Z 中 列 
紧 集 。 证 毕 

定理 3.6.5 设 X 是 赋 范 空间 ,Y 是 巴 拿 赫 空 间 , 算 子 列 T, :XY 为 紧 线 性 
算 子 。 若 

| T, 一 工 上 一 0， 一 co， 

则 了 为 紧 算 子 。 

证 (1) 对 于 X 中 的 任意 有 界 点 列 {z,), 即 存在 常数 M 二 0 使 得 

Iz <M, vn€Zt, 

我 们 需要 证 明 {Tx,) 有 收敛 子 列 。 

(2) 根据 Ti 为 紧 线 性 算 子 , 从 {Tix,) 中 可 选取 收敛 子 列 {Tixs?); 再 根据 
{Z2 } 为 有 界 点 列 及 T， 为 紧 线 性 算 子 , 从 {Tx 中) 中 可 选取 收 伍 子 列 {T,x 人 2)， 
并 且 {Tix2) 仍 然 收 合 ; 继续 这 个 步 又 ,得 到 {x,) 的 子 序列 的 序列 : 


DA 
1 
DD 
”人 
(3) (3) (3) 
7 Te jy 
(0m) CD CD) 
充 Ch 
取 对 角 线 序列 : 
ie CD 
0 3 汪 


则 Vi,(Tizo GEZ+) 都 收敛 ; 
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(3) 下 证 {(Tz 包 } (CE2Z+ ) 为 柯 西 列 。 由 | 外 了 T, 一 工 上 一 0,YVe>0, 选 取 &EZ- 
使 得 
2 


T 一 工 ; 
| TS, | < 


由 于 {Tx 中} 收 合 ,JN EZt+, 当 myn>N 时 上 Tir 一 Tr" | 一 了; 此 时 


1Te =T50 和 =Tz = = | 


<l1T— Tl lz® |] 十 可 十 上 T 一 开赴 下 ze 
€ € € 
3M xMi+ te X M 
一 E， 
所 以 {Tz ) 为 柯 西 列 , 再 根据 Y 是 巴 拿 赫 空间 ,得 到 {Tzx”} 收 化 , 即 T{Tz,} 有 
收敛 子 列 。 证 毕 
例 3.6.6 设 线性 算 子 :1* 一 1? 定义 为 
Tz 一 (ce 肥 ,到 ， Vzr 一 (zza) E12， 
证 明 T 是 紧 线 性 算 子 。 
证 ” 设 算 子 列 T, :1 一 1? 为 


二 (x ,于 0,0,…) 1 
则 算 子 T, 的 值 域 是 有 限 维 的 , 故 T, 是 紧 算 子 。 
根据 
co es 1/2 co | ee 1/2 
IT, — Tz (> ki? ) <(> ge 
1 co _ 1/2 加 1 
51 生前 = 有 和 
故 有 
ii 
| CT, 一 工 ) | ST 
从 而 | T, 一 工 | 一 0,2 一 co ,由 上 面 定理 得 到 了 为 紧 算 子 。 证 毕 


定理 3.6.7 设 X,Y 是 巴 拿 赫 空间 ,X 为 自 反 空间 ,TEB(X,Y), 算 子 工 为 
紧 算 子 的 充 要 条 件 为 四 省 2 
二 


注 此 时 我 们 称 算 子 T 为 全 连续 的 ,定理 的 证 明 我 们 作为 第 5 章 的 习题 。 
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3.7 广义 函数 与 分 布 空 间 


1. 问题 
例 3.7.1 在 工程 技术 中 ,设想 在 无 限 长 细 棒 上 有 一 个 质量 分 布 ,只 集中 在 一 
点 工 二 0 处 ,总 质量 为 一 个 单位 。 也 就 是 说 ,有 一 个 假想 的 密度 函数 SCz)( 称 为 狄 
拉克 (Dirac) 函数 ) : 
机 过 和 关 0， 
ac 一 | 
十 cej， 浆 三 0， 
并 且 要 求 密 度 函 数 的 积分 为 总 质量 1: 
| scodz=1， 


这 种 假想 的 函数 超出 了 通常 函数 的 概念 ,因为 一 个 仅 在 0 处 不 为 0 的 函数 ,是 几乎 
处 处 为 0 的 ,其 积分 应 当 为 0。 但 这 种 6(x ) 函 数 在 工程 中 常常 遇 到 ,比如 无 线 电 
工程 中 考察 脉冲 ,在 极 短 的 时 间 内 爆发 出 一 个 单位 能 量 的 信号 ,此 现象 和 上 述 质量 
分 布 类 似 。 

例 3.7.2 工程 师 在 解 电路 方程 时 ,提出 了 一 种 运算 方法 , 称 为 算 子 演 算 。 此 
方法 要 对 下 面 的 函数 ( 称 为 赫 维 塞 德 (Heaviside) 函数 ,或 者 阶 跃 函数 ) 


la 
Y(zx)= 
0 立志 0 


求 微 商 ,并 把 这 个 微 商 记 为 6(zx) 函 数 。 但 我 们 知道 函数 Y(x) 在 0 点 处 不 连续 ,所 
以 Y(zx) 并 不 可 微 。 另 外 ,此 算法 还 要 求 对 性 质 不 确定 的 6(zx) 再 求 微 商 及 其 他 的 
运算 。 那 么 这 些 运 算 在 数学 上 如 何 理解 呢 ? 

对 于 这 些 问题 ,数学 家 把 SCz ) 函数 看 成 是 某 个 函数 空间 上 的 连续 线性 泛 函 ， 
类 似 的 泛 函 统称 为 广义 函数 ,并 且 可 以 定义 广义 函数 的 导数 , 即 广 义 导 数 。 为 此 ， 
我 们 需要 下 面 的 一 些 概 念 。 

2. 广义 函数 与 分 布 空间 

定义 3.7.3 设 Cy(R ) 表 示 R 上 无 限 次 可 微 且 在 某 个 有 限 区 间 外 为 0 的 函 
数 全 体 , 按 照 通常 的 加 法 和 数 乘 构 成 一 个 线性 空间 , 记 为 空间 D, 在 此 空间 中 定义 
极限 如 下 : 设 pg,,pED, 如 果 

(1) 存在 一 个 与 无关 的 公共 有 限 区 域 [a ,6] ,使 得 p,,p 在 [a ,6] 外 为 0; 

(2) 对 于 任意 非 负 整 数 g ,函数 列 p, 的 g 阶 导 数 g;? (x) 一 致 收 合 到 gp'? (x): 
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(Cy) i) >0 ( > O00); 
Max | pr 9 zx)| n 


那么 称 po, 在 D 上 收 僵 于 pg。 带 有 上 述 收 敛 性 的 线性 空间 Co (R ) 称 为 基本 空间 ， 
仍 记 为 D。 
注 我 们 在 D 上 引入 了 收敛 性 ,但 此 收敛 性 并 不 能 由 某 个 距离 导出 ,当然 也 不 
能 由 任何 的 范 数 导 出 ,因此 空间 D 不 是 距离 空间 ,更 不 是 赋 范 空间 。 
例 3.7.4( 磨 光 函 数 ) 设 
Me lee ™™, |z |<1, 
0， law lS 


其 中 


C -(| el dz) 


那么 MECY CR ) ,并 且 
| M(Cz)dz 一 1。 
及 


注 ” 磨 光 函数 M 首先 表明 空间 CF (R ) 非 空 , 其 次 它 可 以 磨 光 “ 粗 烟 ”的 函数 : 
M 与 其 他 函数 作用 后 的 新 函数 是 无 限 次 可 微 的 ,并 在 一 定 意义 下 到 近 原 来 的 函 
数 。 具 体 的 请 看 下 面 的 定理 。 

定理 3.7.5 设 久 是 勒 贝 格 可 积 函 数 ,并 在 R 的 某 个 有 限 区 间 外 为 0, 对 于 
二 0, 设 


wz) 一 | ul(y) TM (E>) dy， 
R E E 


则 xsECe (有 R) ,并且 对 于 任意 非 负 整数 g ,函数 列 we 的 g 阶 导数 xs” 一致 收敛 到 
u‘® (e—>0)c8P.167 。 

定义 3.7.6 空间 D 上 的 连续 线性 泛 函 称 为 广义 函数 (或 者 分 布 ) ,了 的 共 斩 空 
间 D’ 称 为 分 布 空间 。 

例 3.7.7 局 部 可 积 函数 是 广义 函数 。 

证 (1) 我 们 把 在 任意 有 限 区 间 上 都 勒 贝 格 可 积 的 函数 称 为 局 部 可 积 函 数 ， 
其 全 体 记 为 Li.(R)。 设 fELL(R),VypED, 定 义 


sp) =f69) = fg) dr, 
根据 p 在 某 个 有 限 区 间 外 为 0, 得 到 上 述 积分 有 意义 。 


(2) 函数 f 的 线性 性 质 显 然 , 下 面 验证 连续 性 : 若 在 D 中 pp(2 一 co), 则 可 
设 在 区 间 [a ,0] 外 p,,p 为 0, 并 且 


时 3.7 广义 函数 与 分 布 空间 


max 和 一 0 (2 一 co) 
zE[a,b] | 多 ” | ’ 


根据 勒 贝 格 控制 收敛 定理 得 到 
| Flpr) = 0 发 | | jz) lm 一 p|dz 一 0 (一 co)， 


所 以 f 是 D 上 的 线性 连续 函数 , 即 FED” 。 证 毕 
注 广义 函数 空间 D" 是 局 部 可 积 函 数 空间 Li.(R ) 的 推广 ,但 是 D’ 中 含有 
比 LL.(R ) 更 多 的 元 素 ,比如 6ED' ,但 是 6& Li.(R )( 可 参考 文献 [12],p. 169)。 
例 3.7.8 VgED, 定 义 
(6,9)=6(9) -| ec) pdr -| sczp(o)dz 一 (0)， 
证 明 SCz)ED* 。 
证 (1) 根据 


i 
| SCz)CPpCz) 一 (0))dz 


Te 
一 | Ow pI — pO ds 


te 
max| g(r)— 9(0) | aca 


lzl<e 


=max| p(z) 一 p(0) | 一 0 (e—>0), 


lzl<e 
所 以 6(y) 的 定义 有 意义 。 
(2) Vp,yED,YVa,bER ,有 
Slagp tby)=(ag toy)(0)=ag(0) + oy(0) =ad (yg) tbody), 
所 以 9 是 线性 的 。 
(3) 若 在 D 中 p, 一 (2 一 co) , 则 
| wp, (0) 一 (0) | 一 0 (一 co)， 


从 而 
16(9.)—6(9) | 一 0 ‘(no°), 
所 以 6 是 D 上 的 连续 函数 , 即 6(x)ED”。 证 毕 
3. 广义 函数 的 导数 
设 fEC!'([a,6]),YpED, 设 yg 在 [a,6] 外 为 0,; 即 pCa) 二 pg(6) 一 0, 则 


+ + 
(CO -| fF (xp(r) ds =—F(r)p(z) | -| fr)p' (xr)dr 


= fg dr (fp). 
受 此 启发 ,我 们 可 以 定义 广义 函数 的 导数 。 
例 3.7.9 VfED” ,如 果 存 在 广义 函数 gE€D’ 使 得 
(B= 
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则 称 g 为 了 的 广义 导数 (或 者 弱 导 数 ) , 仍 记 为 一 三 。 
注 因为 pg €D 是 无 限 次 可 微 的 ,所 以 (f ,yp') 有 意义 ,车 p, 在 D 上 收敛 于 
2, 则 
p>9 (一 co)， 
所 以 (f ,gp ) 是 连续 线性 泛 函 得 到 (g ,p) 也 是 连续 线性 泛 函 。 类 似 地 ,我 们 可 以 定 
义 任 意 阶 的 广义 导数 。 
例 3.7.10 对 于 赫 维 塞 德 函数 


1s ws 
YCz) 一 


05 五 去 05 
证 明 Y =。 
证 ”明显 地 ,yCz)ELi(CR ) ,所 以 YCz)ED'，YVepED, 根 据 
sp = ,pg) = Yo d=) pr) de =p(0) =(8,9), 
得 到 Y=6。 证 毕 
注 ”对 于 赋 范 空间 ,我 们 有 类 似 的 广义 导数 的 定义 ,具体 地 请 参考 本 书 第 
6 章 s 


习题 3 


1. 在 赋 范 空间 中 ,收敛 点 列 一 定 有 界 。 
2. 在 赋 范 空间 中 ,加 法 与 数 乘 运算 是 连续 的 。 
3. 设 (X, | 。|| ) 为 赋 范 空间 , 若 定义 
dz,y) 一 |z 一 yy 外，VzyEX， 
则 dz,y) 为 X 上 的 距离 。 
a U] 和 5 届 


渤 
2 


1 证 1 
lull,=(| | uC) |?di) ， lz =( 人 | rl 2d) ， 
0 0 


证 明 | x |: 与 上 1 是 两 个 等 价 范 数 。 
5. 设 空间 X 与 了 是 赋 范 空间 ,T:X 一 Y 是 一 个 线性 算 子 , 若 工 在 某 一 点 
xzoEX 连 续 , 则 工 在 X 上 连续 。 
6. 设 X 与 Y 是 赋 范 空间 ,T:X>Y 是 一 个 线性 算 子 , 则 
T 并 有 界 全 工 将 X 中 的 有 界 集 映 为 了 中 的 有 界 集 。 
7. 设 空间 X 与 了 是 赋 范 空间 , 工 :X-~Y 是 一 个 线性 有 界 算 子 , 证 明 了 的 核 


空间 


的 
是 X 的 闭 子 空间 。 
8. 设 空间 X 是 赋 范 空间 ,对 于 a ER ,定义 算 子 工 :X 一 X 如 下 
Tr=azxr, Vx EX, 
证 明 1 工 1=|c|。 
9.、 定 义 算 子 了 :LIC[e DC 如下; 


CTz)GD =| zcods， 
求证 上 工 上 =1。 
10. 设 0 为 R” 中 的 一 个 连通 有 界 开 集 ,对 Q 上 的 有 界 函 数 空 间 
B(Q) = {u:sup | u(t) |<+ 0}, 


定义 范 数 
ul =sup | u(z) |， 
1EN 

证 明 B(Q) 按 上 面 范 数 是 巴 拿 赫 空间 。 

11. 设 数 列 a, 一 0(n 一 co0), Vrt=(ziyX2 Ta， ) El, 设 

Tz =(a1ria2T2 9 drs ), 

证 明 了 : 己 一 /为 紧 算 子 。 

12. 求 6 函数 的 广义 导数 。 
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希 尔 伯 特 空间 


4.1 内 积 空间 


在 距离 空间 中 ,我 们 定义 了 两 个 元 素 的 距离 ; 在 赋 范 空间 中 ,把 实数 空间 中 的 
长 度 利 用 范 数 进行 了 推广 ; 在 线性 代数 中 我 们 还 学 过 两 个 向 量 的 数量 积 与 向 量 积 
等 几何 概念 ,例如 ,对 于 R? 中 的 两 个 向 量 x 一 (ziyzayzs) 与 了? 一 (yi,yz ya) ,它们 
的 数量 积 ( 也 叫 内 积 ) 定 义 如 下 

(人 xy) 一 Ziy1 十 Zayz 十 Zasyas， 
则 向 量 x 的 长 度 ( 范 数 ) 与 内 积 关系 为 
xl =Vlxsx) =yzi 二 zi 二 zx;， 


同时 还 得 到 x 与 y 的 夹 角 a 的 公式 : 


《x,y 
eT Txl 二 三 
本 章 的 任务 就 是 推广 这 些 几何 概念 。 
1. 内 积 空间 的 定义 
定义 4.1.1 设 X 是 实数 集 R 上 的 线性 空间 , 若 存在 映射 
人 
对 于 任意 的 z,y,=EX 与 4a,b6ER ,下 列 性 质 成 立 : 
(1) 正定 性 (x,z) 宇 0 并且 
(人 rr) 一 0 一 0; 


(2) 对 称 性 
(zy 一 (yy 并) 


和 4.1 内 积 空间 


(3) 线性 性 
《az 十 py,z) 一 QZz) 十 DCy，z); 
则 称 (。,， ;为 空间 X 上 的 内 积 , 空 间 X 叫做 内 积 空间 , 记 为 (X,(。,*，))。 完 
备 的 内 积 空间 称 为 希 尔 伯 特 (Hilbert) 空 间 。 
例 4.1.2 对 于 R" 中 的 任意 元 素 
= 
定义 
(x,9) = ray 
k=1 
则 CR” ,《。,。)) 是 一 个 内 积 空 间 。 
例 4.1.3 对 于 2? 中 的 任意 元 素 
Es A ND i i 
定义 
(zy) = Driyss 
k=1 
则 (2?,《。,。)) 是 一 个 内 积 空间 。 
例 4.1.4 对 于 L?(La,6bj]) 中 的 任意 元 素 x(1) 与 y(t) ,定义 


b 
(Ty) -| z(t)y(t)dt, 


则 (CL?([a,6]),《。，。)) 是 一 个 内 积 空 间 。 

注 以 上 的 证 明 留 做 练习 。 

例 4.1.5 Ci'([a,6bj]) 表 示 在 [a,b] 上 本 身 及 一 阶 导数 都 连续 的 函数 组 成 的 
线性 空间 ,VYx,yEC!'([a,65]) ,定义 


四 四 
‘x,y) X(t)y(t) dt +| ED 
则 (Ci([a,6]),《。，,，。)) 是 一 个 内 积 空 间 。 
四 
证 GD 正定 性 : (z ,x) = =*codz 二 | | 志和 志和 六 并 上 


5 四 
Cas -| Xx 1dr +| | zz) 1dt=0SOr()=0,a.e.; 


(2) 对 称 性 : (zy 一 (y,z) 显 然 ; 
(3) 线性 性 : Vx,y,zEC!i([a,6]) 及 Vk,1ER ,有 


b b 
(kz lyse) -| (kz + ly)zdt +| (kx 十 ly)“z“ dz 


=k (| zzat +| eq) + (| yd +| y's’ai) 
一 &(Zyz) 十 (yz)， 
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因此 (C'([a,6]),《。,。)) 是 一 个 内 积 空间 。 证 毕 

注 ”除非 特殊 地 说 明 , 以 后 遇 到 上 面 的 空间 ,我 们 都 使 用 例子 中 的 内 积 。 

2. 内 积 导 出 的 范 数 

内 积 空间 与 赋 范 空间 什么 关系 呢 ? 下 面 我 们 就 来 解决 这 个 问题 。 首 先 给 出 内 
积 空间 中 最 重要 的 一 个 不 等 式 一 一 施 瓦 蒋 (Schwarz) 不 等 式 。 

定理 4.1.6( 施 瓦 茨 不 等 式 ) 设 (X,(，,*)) 是 内 积 空间 , 则 Yz,yEX, 有 

| ry) | (msm (yy)s 

当 且 仅 当 x 与 y 线性 相关 时 等 号 成 立 。 

证 (1) 当 y=0 时 ,由 定义 得 到 

人 zy 一 (yy) 王 0， 

故 等 号 成 立 。 

(2) 不 妨 设 > 和 0 ,对 于 任意 的 c 有 

0 (rz—ayszr —ay) 


(一 azyy) 一 ac(y ta ly,y) 


(zz 一 ax(zZyy) 一 acL(zyy) 一 ac 人 (yyy)]。 


设 
CTZy)》 
(yy)” 
代入 上 式 得 到 
We | (xy) |)? 
0 (vr) ny 


移 项 后 得 到 施 瓦 茨 不 等 式 。 
(3) 若 z 与 y 线性 相关 ,不 妨 设 > 一 Az , 则 
| (zy) | 一 | (zz | 
-| (er | ry 
所 以 等 号 成 立 。 
(4) 若 施 瓦 获 不 等 式 中 等 号 成 立 ,不 妨 设 y 去 9 及 


_ 《zs 


” (yo》 

4 (2) 中 的 推导 得 到 (x 一 ay ,x 一 ay) 二 0, 即 x 二 ay ,所 以 zx 与 y 线性 相关 。 证 毕 
下 面 的 定理 说 明 由 内 积 一 定 可 以 定义 范 数 , 即 内 积 空 间 一 定 是 赋 范 空间 。 
定理 4.1.7 设 (X,(。,。，)) 是 内 积 空 间 ,YxEX 定义 

lzl =V(z,z), 
则 | 。|| 是 空间 X 的 范 数 , 称 为 由 内 积 导出 的 范 数 。 
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证 (1) 显然 | z= 二 Vz ,zx) 宇 0 并 且 


| zl =wzz) 一 0 全 z 一 0。 
(2) VeER ， 


az | 三 wezyazy 一 Ve2(zz) 王 aa | V(r,z) =|al|. liz, 

所 以 齐 次 性 成 立 。 

(3) 下 面 验证 三 角 不 等 式 ,根据 施 瓦 英 不 等 式 

z+yl?=(z 十 y,z 十 y) 
=《vm TT NE) (yy 

(ww any yn 
(人 rz 十 2Wzyz》 Viyyy) + (ysy) 
=|zl?+2lzl .lyl+ lyl? 
=(|zl + Hy)’, 


< 
< 


得 到 三 角 不 等 式 
lz 二 ?> 委 1zl 十 yl， 
所 以 上 外。|| 是 空间 X 的 范 数 。 证 毕 
注 在 范 数 的 形式 下 , 施 瓦 茨 不 等 式 可 以 记 为 ， 
| (zyy)| 委 zl。 lyll。 
并 且 我 们 知道 空间 R” 2 与 L*([a ,6b]) 都 是 完备 的 内 积 空 间 , 即 为 希 尔 伯 特 空间 。 
定理 4.1.8 内 积 是 关于 两 个 变 元 的 连续 函数 。 
证 设 (X,(。,。)) 是 内 积 空 间 , Vx,yEX 定义 
zyy) 一 (zy)， 
则 :XXX 一 R 是 关于 内 积 中 两 个 变 元 的 函数 。 设 两 个 点 列 +, 及 y。 一 y， 
即 有 
xz,—z| 一 0， | ,一 >| 一 0C0z 一 co)， 
根据 | zx, || 有 界 及 施 瓦 茨 不 等 式 得 到 
| 全 | 
=| 一 人 一 
| 
< Lzills ly sl ls wl =0; 
所 以 f(z,y) 一 (rz,y) 是 关于 内 积 中 两 个 变 元 的 连续 函数 。 证 毕 
定理 4.1.9 设 (X,(。,*)) 是 内 积 空间 , 则 Vx,yE€X 有 极 化 恒等式 : 


(zo) = Nz+yl lz oy ), 
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证 根据 
z+t+yl?=(z++y,z 二 +y) =|z| ?+2(r,y)+|y 1?, 
以 及 
lxw=y|*={z yz 3)=|zl| =2z3y) Fy?, 
得 到 


z+yl’—lz my|?=4(r,y), 
所 以 命题 成 立 。 证 毕 
3. 范 数 成 为 内 积 的 条 件 
我 们 已 经 知道 内 积 空间 一 定 是 赋 范 空间 ,那么 赋 范 空间 是 不 是 内 积 空间 呢 ? 
答案 是 否定 的 。 首 先 给 出 范 数 是 内 积 的 充 要 条 件 。 
定理 4.1.10 设 X 和 Y 是 赋 范 线性 空间 ,T:X 一 Y 为 连续 算 子 , 若 Vz,yE 
X 有 


二 5 
则 算 子 T 满足 齐 次 性 , 即 YaER,VzEX 有 
Tr =aT (ss 
证 (1) 先 证 算 子 在 有 理 数 集中 满足 齐 次 性 。Yn€E2Z* ,VzxEX 根据 


T(z) =T(n EE)=nT(E), 


得 到 
i 1 
因此 Yn,mEZ2Zt 得 到 
T(2z) = 
n n 了 2 
又 根据 


0 王 T( 人 十 (一 Z)) 一 T(Z) 十 工 (一 工 )， 
得 到 T( 一 x)== 一 T(z), 故 VBEQ,VxEX 有 
T(Br)=BT(z)。 

(2) 因为 Q 在 R 中 稠密 ,所 以 Va€ER， 3B, EQ 使 得 limp, 二 a。 由 算 子 了 的 

连续 性 , YzEX 有 
Ti(awy =T(limBr) limT (Bp,x) =lim(B, (Tz)) =a(Tz),， 

所 以 算 子 在 实数 集中 满足 齐 次 性 。 证 毕 

定理 4.1.11 赋 范 空间 X 是 内 积 空间 的 充 要 条 件 是 范 数 满足 如 下 的 平行 四 
边 形 法 则 : 


御 4.1 内 积 空间 


z+yl?+ zy|?=2C|z|:+t ly|?), Vzsy € XX。 
证 必要 性 : 设 X 是 内 积 空间 ,定义 范 数 为 


zl =vVzz》，VzEX。 
则 有 
lz 二 yl 一 (人 z 十 yz 十 y)》= 一 (zz) 十 (yy 十 2(zyy)》 
=| z 用 十 | 十 2(zyy)。 
类 似 地 ,有 
| zz 一 yy:=(z 一 yy 一 y) 一 (zz) 十 (yy) 一 2(zy)》 
=|xzl:+lyl 257) 
两 式 相 加 得 到 
z+yl?+lz—yl*=2|zl:+2ly |’。 


充分 性 : Vzx,y,zEX, 设 


1 
(zsy) ilztyl? | z 一 > 外?)， 


故 
1 2 2 1 2 2 
(zz) + (yz) = z+ | | zo—z|?)+ 二 < 必 六 二 这 ly 一 12?) 
1 1 
下 (十 全 十 上 > 十 用 7) 7‘lz zx 十 ly 一 =1 2?)。 
由 平行 四 边 形 法 则 可 得 
Ph 2 Pe i 2 
lztelitlytel’ = | + 
1 al 2 
一 2 到 (福士 y) 十 z 十 2 FT) 。 
类 似 地 ,有 
1 2 1 
zo—z| +ly z|? a] +» 之 +2| 计 c 2 
因此 


c++ 二 (| 二 e+w+s| |¥ + =| ) 2(242,). 


上 式 令 y= 二 0, 则 (xz ,z》 =2( 了 zz)》 ,进而 


(z+ yz) 2 ,<) (zs2) + (yz) 
1 上 面 的 定理 可 得 , (x ,y) 对 于 第 一 个 变量 满足 线性 性 质 。 正 定性 与 对 称 性 显然 。 
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所 以 二 元 函数 (z ,y 为 内 积 。 证 
注 根据 此 定理 ,以 后 要 想 说 明 范 数 空间 是 不 是 内 积 空间 ,只 需要 验证 范 数 是 
和 否 满足 平行 四 边 形 法 则 。 
例 4.1.12 空间 C([a ,0]) 不 是 内 积 空间 。 


5 长 


证 假设 
-= ye 
b—a 
则 
| zz) | 三 max | z(G) |=1= | yC() |。 
tE[a,b] 
又 因为 
i. 2 有 2 
lz 二 yl 二 lz 一 > 有 | a 二 | 
不 一 汉 太一 疝 
a 2 b—t 
(wes)1+3=s|) +(mes ls=e|) =5， 
但 是 
a 


2(zx|? 十 1 1 =2 | mex | ?+( max = 
tE[a,b] 


te[a' 扫 |0 一 Q 
故 平行 四 边 形 法 则 不 成 立 , 所 以 空间 C([La .56j) 不 是 内 积 空 间 。 
例 4.1.13 当 p 取 2 时 ,空间 /不 是 内 积 空间 。 
证 取 空 间 7? 中 的 点 
X=(ziT29")=(1,1,0,0) 及 yy 一 (71 yw…) 一 (1, 一 1,0,……)， 


则 
Xz 二 y=(2,0,0,"), x—y=(0,2,0,.…), 
并 且 


oo 1/p 
lzl=(D zl) =22=1yl, lztyl=2=|z—yl, 
(| 
所 以 当 p 冯 2 时 
EE 
lzt+yl?+ lz—myl’:=827" =2C| zl)’+ yl’), 


平行 四 边 形 法 则 不 成 立 , 故 空间 1?* 不 是 内 积 空间 。 证 毕 
例 4.1.14 当 p 却 2 时 ,空间 L?*([a.b]) 不 是 内 积 空 间 。 
证 “假设 < 一 “3 ,如果 取 


一 1，xEf[a:c)， 
u(t)=1, w(t)= 
i rE€El[c,b], 


那么 得 到 


(( 4.2 规范 正 交 基 、81 


lz ol 二 lz 一 ol (『>a) + (2a) 


lm 


2 
b—a\ls 二 
p p 
2(2 2 ) 2 


以 及 
2 2 
2Cul ?+lv| =4G Ca)?* 一 22(0 一 Ca)”。 
若 
3-2 建 ， 二 
2 *(0—a)* =2(0—a)?*, 
则 
i 
p 


即 p==2, 与 p 取 2 矛盾 ,所 以 空间 L?*([a,6b]) 当 p 取 2 时 不 是 内 积 空间 。 证 毕 
4.2 规范 正 交 基 


1. 正 交 性 

内 积 空间 最 重要 的 应 用 之 一 是 考查 两 个 元 素 的 夹 角 ,尤其 是 垂直 ( 正 交 ) 的 情 
况 , 因 此 下 面 我 们 把 向 量 空 间 中 正 交 的 概念 及 性 质 推广 到 一 般 的 内 积 空间 。 对 于 
内 积 空间 中 的 任意 两 个 元 素 z 与 y ,我 们 用 


| < | 
0 =arccos 
zl .lyll 


表示 它们 之 间 的 夹 角 。 
定义 4.2.1 设 X 是 内 积 空间 ,元 素 z,yEX, 集 合 M,NCX。 
(1) 若 (z,y) 一 0, 则 称 元 素 z 与 y 是 正 交 的 , 记 作 
| 
(2) 车 YaEM, 都 及 La, 则 称 xz 与 M 正 交 , 记 作 
TT.M; 
(3) 若 YVzEM,yEN, 都 有 zy, 则 称 M 与 N 正 交 , 记 作 
M | N。 


定义 4.2.2 设 X 是 内 积 空间 , MCX, 则 X 中 与 M 正 交 的 元 素 全 体 称 为 M 
的 正 交 补 , 记 作 


Mi={x € X:x | M)。 
定理 4.2.3 设 X 是 内 积 空间 , MCX, 则 M+ 为 X 的 闭 线性 子 空间 。 
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证 (1) Vz,yEM+L,Va,pER 以 及 YVzEM, 有 
《az 十 By,z) 王 azZz) 十 B(y,z) 一 0， 
故 wz 十 ByEML, 即 ML 是 X 的 线性 子 空 间 。 
(2) 假设 {x,}CM+ ,使 得 zx, 一 zz 一 co)。 此 时 VzEM, 有 (zv,z) 王 0, 再 由 
内 积 关 于 变 元 的 连续 性 得 到 
Myz)》 一 (limz ,2) =lim(r, ,2)=0, 
即 xEM+, 故 M+ 为 X 的 闭 子 空间 。 证 毕 
2. 直 和 分 解 与 正 交 分 解 


对 于 任意 的 (r ,y) ER ,我们 可 以 将 其 分 解 为 (z+ ,y) 二 (x,0) 十 (0,y), 其 中 
(人 ,0) 是 坐标 轴 并 轴 上 的 点 ,相应 的 (0,y) 是 y 轴 上 的 点 ,更 主要 的 是 两 个 分 量 的 
内 积 是 0: 

《(zT0),(0,y))=zx。0++0.y=0, 

即 两 个 分 量 是 正 交 的 。 下 面 我 们 就 把 此 分 解 推广 到 一 般 的 内 积 空 间 。 

定义 4.2.4 设 A,B 为 线性 空间 X 的 两 个 子 集 , 称 集合 

{a+b:a€E AbEDB)} 

为 A 与 B 的 和 , 记 作 A++B。 

定义 4.2.5 设 A,B 是 线性 空间 X 的 子 空间 , 若 VzEX, 都 有 唯一 分 解 

r=a+b, a€EA, bEB, 

则 称 X 为 A 与 B 的 直 和 分 解 , 记 作 X=AB。 

定理 4.2.6 设 A,B 是 线性 空间 X 的 子 空间 并 且 久 二 A 十 B, 则 

X=AQ@BSOANB=(0}., 
证 必要 性 : VxEANMB, 由 09€ANMB ,得 
X=zx+0=0 二 zx， 

再 由 分 解 的 唯一 性 ,得 +==0, 故 ANB={0)。 

充分 性 : Vx EX, 若 有 

X=ailtbi =as++b,s aisas E A, bi,b; € B, 
则 根据 A ,B 是 子 空 间 有 
a Caz bb EA 人 NSS=0)s 
从 而 有 a1 一 as 一 5: 一 5b1 一 9, 即 
ai 一 2， bi =b;， 

故 由 分 解 的 唯一 性 得 X=AGB。 证 毕 

定义 4.2.7 设 A,B 是 线性 空间 X 的 子 空间 , 且 X 为 A 与 B 的 直 和 分 解 。 
车 B 二 At, 即 


性 4.2 规范 正 交 基 


X=AQ@A:, 
则 称 X 为 A 与 A+ 的 正 交 分 解 。 
例 4.2.8 在 连续 函数 空间 C([ 一 1,1]) 中 ,定义 内 积 


1 
ME -| wp rds 
一 1 


记 M 为 C([ 一 1,1]) 中 奇 函 数 的 全 体 ,N 为 C([ 一 1,1]) 中 偶 函 数 的 全 体 ,证 明 : 
C([ 一 1,1])=M 田 N=M 四 ML。 
证 《19 VaeECK[ 一 本 加 思 客 
Dt ek ET 
2 #5 VO 2 ， 
则 xEM,vEN, 且 z=u 十 v。 
(2) 下 证 表示 是 唯一 的 。 反 设 存在 wu,€M,vi EN ,也 使 得 x ==wi 十 v1, 则 由 


Uv=Wi 二 vi， 


可 得 
uU—u=v—v€EMINMNN={0), 
故 必 有 =ww ,v1 二 v, 从 而 M 与 N 为 C([ 一 1,1]) 的 直 和 分 解 。 
(3) VuEM 及 VvEN, 有 uvEM, 故 


业 
(usv) -| u(t)v(t)dt =0, 
-1 


于 是 M==NL+。 所 以 M 与 N 为 C([ 一 1,1]) 的 正 交 分 解 : 
C([—1,1]))=M@N=MOM+., 证 毕 
3. 规范 正 交 系 
定义 4.2.9 设 X 是 内 积 空间 ，MCX., 若 M 中 的 任意 两 个 元 素 均 正 交 , 则 
称 M 为 X 的 一 个 正 交 系 ; 进一步 的 , 若 M 中 的 任 一 元 素 的 范 数 均 为 1, 则 称 M 为 
X 的 一 个 规范 正 交 系 ( 也 叫 标准 正 交 系 ) 。 
例 4.2.10 在 R" 中 ， 
el 一 (1,0,…,0),es 一 (0,1,…:0),…,e, 一 (0,0,…,1) 
是 一 个 规范 正 交 系 。 
例 4.2.11 在 1 中， 
eu 一 (0,…,0,1,0,…)， 汪 一 1,2，… 


mn 一 1 
是 一 个 规范 正 交 系 。 
例 4.2.12 在 工 :([ 一 x,rx]) 中 ， 
1 cost sint cos2t sin2t 


a 人 ” Mx . Mx a 
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是 一 个 规范 正 交 系 。 

类 似 于 线性 代数 中 的 施 密 特 (Schmidt) 正 交 化 方法 ,我 们 可 以 把 内 积 空间 中 
的 线性 无 关 的 元 素 化 为 规范 正 交 系 。 
定理 4.2.13 设 X 是 内 积 空间 ,，{z, } 是 X 中 的 线性 无 关子 集 , 则 存在 规范 
正 交 系 {e, } ,使 得 VzEZ+ ,有 


ban{enses = 人 去 5 Eo 


证 首先 设 
3 
a 


则 有 ei =1, 且 

span{e1} =span{x1}。 
由 zi 与 zs 线性 无 关 , 知 zs 与 ei 线性 无 关 , 故 

zz 一 (Zeli)el 天 0， 


〈((zaz 一 (zzyel)el)，el) 一 (Zel) 一 (Zel)(elyel) 一 0， 


Le — Ky 


ez 


则 有 | e* | =1,es Lei, 并 且 


span{elyez} 一 span{(ziyzz)。 


| De "Cn ee | ” 


一 般 地 ,假设 
aa+Hl 一 (Tpis eRe 
em 十 1 和 上 
| Tntl (Xnt1 Ek) ek | 
k=1 
则 {e, } 即 为 所 求 。 证 毕 
4. 规范 正 交 基 


在 线性 代数 中 ,对 于 向 量 空间 中 的 一 个 线性 无 关 的 向 量 组 ,如 果 空间 中 的 任意 
一 个 向 量 都 可 被 这 个 向 量 组 线性 表示 , 则 称 此 向 量 组 为 空间 的 基 。 在 内 积 空间 中 
也 有 类 似 的 性 质 。 

定义 4.2.14 设 {ex} 为 数 域 R 上 内 积 空间 X 中 的 规范 正 交 系 , Vx EX ,车 存 
在 {ai}CR ,使 得 


工 一 3 Qkek， 
= 


杂 4.2 规范 正 交 基 


则 称 {e, } 为 X 中 的 规范 正 交 基 。 
注 在 上 面 的 定义 中 ,由 正 交 性 及 内 积 的 性 质 得 到 


各 ( Da 区 ) 三 Fl ny = ss 
k=1 k=1 
即 有 ;二 (xz,e;)。 此 时 我 们 称 级 数 


3 (Xrer er 


为 xz 关于 规范 正 交 基 {e,} } 的 傅 里 时 CEFourier) 级 数 ， 数 (x ,ei) 为 x 关于 {es} 的 傅 里 
叶 系 数 。 

定理 4.2.15 设 S={e,) 是 希 尔 伯 特 空间 XX 中 的 一 个 规范 正 交 系 , 则 以 下 几 
个 条 件 等 价 : 

(1) S 是 X 的 规范 正 交 基 ; 

(20 Ww ER 


(3) S 是 X 的 极 大 (或 完全 ) 规 
新 集合 仍然 是 规范 正 交 系 ; 

(4) S+={0)}; 

(5) VzEX, 帕 塞 瓦 尔 (Parseval) 等 式 成 立 ， 


_- 
z= | (zes》|23 
k=1 


(6) Vr,yEX, 


(xz1y) = 2) rer) (yer). 


k=1 
例 4.2.16 在 /2 中， 
eu 一 (00,1,0，)， 寻 一 1, 2 
有 
是 一 个 规范 正 交 基 。 
例 4.2.17 在 L:([ 一 x,xj]) 中 ,VfEL?([ 一 x,w]) ,在 规范 正 交 基 
| 1 cost sint cos2t sin2t "| 


过 人 “ 芭 必 ” 


下 的 傅 里 叶 级 数 形式 为 


0 和 2 coskt sinkt 
Ge ra + ji 
Oe 人 


其 中 
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寺 人 4 去) = | fear, 


coskt SS a | 
QA 0 后 _f (coskidi, 
2 1 f= 
Es -| f(t)sinktdt 。 
二 (oa = 


本 节 最 后 介绍 WN 

定义 本 2 本 设 (Xiw( es .与 CX ，,。),) 是 两 个 内 积 空 间 , 如 果 算 
子 T:X1 一 X, 是 一 个 线性 双 射 算 子 ,那么 称 T 为 一 个 线性 同 构 ; 进一步 的 , 若 工 
还 满足 

(Txs Ty = tmsy i VwiyE€E Kis 

则 称 内 积 空间 (X,,(。,，):) 与 (Xs*,(。,.)，,) 是 同 构 的 。 

定理 4.2.19 为 使 希 尔 伯 特 空间 X 有 至 多 可 数 的 规范 正 交 基 ,必须 且 仅 须 
X 是 可 分 的 ; 又 若 基 的 个 数 N 雪 十 cc , 则 X 同 构 于 R*; 若 N 三 十 cc, 则 X 同 构 于 


7258]， p.63 


4.3 最 佳 逼近 与 投影 算 子 


在 许多 的 数学 问题 中 ,比如 函数 通 近 论 , 常 常会 遇 到 最 佳 盘 近 的 问题 : 设 X 
是 赋 范 空间 ,集合 MCX,VxEX\M 是 否 存在 唯一 的 yoEM 使 得 
d(xr.M) utd (wg 0 外 zz 一 > Lz = s 
若 上 式 成 立 , 则 称 yoEM 是 xz 在 M 中 的 最 佳 逼 近 元 。 明 显 地 ,如 果 对 于 M 不 加 
限制 ,即使 在 有 限 维 空间 中 最 佳 逼 近 元 也 不 一 定 存在 ,或 者 存在 但 不 是 唯一 的 。 下 
面 我 们 给 出 内 积 空间 中 最 佳 逼 近 元 存在 唯一 的 充分 条 件 。 
定义 4.3.1 设 X 是 赋 范 空间 ,集合 MCX ,如果 Vz,yEM 都 有 
{z= (LADO 和 STC Ms 
那么 称 M 是 X 中 的 凸 集 。 
定理 4.3.2 设 M 是 内 积 空间 X 中 的 完备 凸 集 , 则 VzEXNM, 存 在 唯一 的 
最 佳 通 近 元 a € M ,使 得 
Iz—al=d(zr,M) inf = ls 
证 (1) 存在 性 : 设 d=d (x,M)， 则 由 下 确 界 的 定义 ， 3 了 {>,}CM ,使 得 
lim 上 过 二 王 | 攻 二 “ 训 
下 证 {y,} 是 柯 西 列 。 由 M 是 凸 集 , Ym,n€E2Z* 有 
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2 c M， 


再 根据 平行 四 边 形 法 则 得 到 
| ys 一 > 王位 一 y) 一 (位 一 yw) | 
2C|z oy +r my Dormy) + (rmy,) | 


汪 


a 
2 


a eg a ty 中 


过 soy lle | dd S08 
故 {y,} 是 M 中 的 柯 西 列 。 由 M 的 完备 性 ,知道 3a €M 使 得 
ya (Ros 


所 以 利用 范 数 的 连续 性 推出 


Iz—all lim I=5; | = 
(2) 唯一 性 : 假设 还 有 4EM ,使 得 
|xz—6l =4a.。 
再 次 使 用 平行 四 边 形 法 则 得 到 
lam—6l?=| (zm0)— (zr ma) |’ 
2 zol*:+lz—al’) 4 “二 | 


委 2(d: 十 di2) 一 4d2 一 0， 
故 有 a 二 6b。 证 毕 
注 由 第 2 章 知道 , 设 M 是 完备 距离 空间 (X ,d) 中 的 子 集 , 则 
(M,d) 完备 会 M 为 X 中 的 闭 集 。 
再 根据 子 空间 一 定 是 凸 集 的 事实 ,上 面 定理 中 的 M 是 内 积 空间 X 中 的 完备 凸 集 
可 以 改 为 下 面 的 两 个 条 件 之 一 : 
(1) M 是 内 积 空间 X 的 完备 子 空间 ; 
(2) M 是 希 尔 伯 特 空间 X 的 闭 子 空间 。 
定理 4.3.3( 正 交 分 解 定理 ) 设 M 是 希 尔 伯 特 空间 X 的 闭 子 空间 , 则 Vx € 
X ,都 有 唯一 的 a EM ,使 得 : 
(1) a 是 zz 在 M 上 的 最 佳 逼 近 元 , 即 
zmall =a(zr,M); 
(2) a 是 z 在 M 上 的 投影 , 即 xz 按 M 有 唯一 的 分 解 
T=a 二 (zx 一 a),， 
其 中 x 一 a LM; 进一步 地 ,X 可 分 解 为 两 个 子 空间 M 与 M+ 的 正 交 分 解 , 即 
X=MO@M-+., 
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证 (1) 因为 闭 子 空间 是 一 个 完备 凸 集 , 故 由 上 面 定理 , 3w EM ,使 得 
zmal =a(zr,M), 
(2) 由 a 的 唯一 性 易 知 分 解 是 唯一 的 ; 我 们 只 需 证 明 x 一 a。 | M。 记 d= 
d(xr,M), VAER,yEM, |y||=1, 有 
a <lz-(atay) | =| (za) iyl’ 
mt ns pba ls 
一 d 一 2 人 (人工 一 ay 十 | 和 |， 
取 A= 二 (x 一 a,y), 得 


ad’ <ad’—| (ra,y) |’, 
因此 
(并 一 ay) 一 0。 
再 由 y 的 任意 性 , 知 x 一 a LM; 最 后 由 正 交 分 解 的 定义 知 
X=MOM+:. 证 毕 
注 ” 正 交 分 解 定理 在 R 中 有 非常 直观 的 几何 意义 。 设 工 是 Rs 中 的 一 个 平 
面 ,点 ze 在 平面 外 , 则 点 ze 到 平面 的 最 小 距离 点 就 是 x。 在 平面 工 上 的 投影 y。， 
并 且 ze 与 yo 的 连 线 垂直 于 平面 工 。 
定义 4.3.4 设 M 是 希 尔 伯 特 空间 X 的 闭 子 空间 , VzEX, 设 <EM 是 + 在 
M 上 的 投影 ,定义 算 子 P:X 一 M 如 下 
P= 
称 己 为 从 空间 X 到 M 的 正 交 投影 算 子 ,简称 投影 算 子 。 
定理 4.3.5 设 M 是 希 尔 伯 特 空间 X 的 闭 子 空 间 ,P 为 从 空间 X 到 M 的 正 
交 投 影 算 子 , 则 有 : 
(1) P 为 线性 有 界 算 子 ; 
(2) | P=1; 
(3) Pr =B;, 
证 X19 风 吉 志和 玉 达 WER 届 
六 一 1 十 pi， yy 一 az 十 Di， 


并 且 
Pr 一 al Py =a; 
即 
bisbs €E M+; 
则 有 


kr+ly=(kaitlaz) + (kb 十 202)。 
根据 正 交 分 解 定理 及 M+ 是 XX 的 子 空间 得 


和 4.4 里 斯 定理 


kaitlas E M, kbit+lb: E ML。 
再 由 正 交 分 解 的 唯一 性 得 
P(Czr 十 ly) 王 kai 十 /as 一 COPz) 十 1/C(Py)， 
所 以 已 是 线性 算 子 。 
再 根据 正 交 分 解 定理 有 


Px | (z= Pz)s 

所 以 

zl?*=| Pzr+(z—Pz)| =| Pr:+l|z—Pzrl’1Pzr ||’, 
得 到 上 Pz | 三 上 xz, 所 以 PP 为 线性 有 界 算 子 ; 

(2) 根据 上 Pz 三 zxz| ,得 到 上 Pl 过 1; 取 yEM, 则 上 Py 上 = 二 上 y 中 ,所 
以 1 Pl=1。 

(3) VYxE 昌 , 设 Pr 二 a; 再 根据 a EM, 易 知 Pa 一 a , 故 

Px =P(Px)=Pa=a=Pz, 

根据 z 的 任意 性 ,有 P==P。 证 毕 


4.4 里 斯 定理 


设 X 是 希 尔 伯 特 空间 ,固定 yEX ,定义 算 子 
fr zs VERE Rs 
可 以 证 明 fEX* 并 且 f= 上 y (证 明 留 作 习 题 )。 另 一 方面 ,我 们 有 下 面 的 
里 斯 (Riesz) 定 理 (或 者 里 斯 表示 定理 )。 
定理 4.4. 1( 里 斯 定理 ) 设 X 是 希 尔 伯 特 空间 , YAEX*, 必 存在 唯一 的 
yEX 使 得 


六 (az Vs EX (4. 4. 1) 
并 且 ‖ .Al=|y|1。 
注 设 x==(zi,ziyzs),y 一 (oa,0,c)ER:, 则 (4.4.1) 式 就 是 
六 (2 一 (人 >》 一 a21 十 by 十 cza， 
即 要 找 的 就 是 平面 FCx) 王 0 的 法 向 量 。 下 面 定理 的 证 明 就 是 来 源 于 这 个 思路 。 
证 存在 性 : 如 果 三 是 零 泛 函 , 那 么 取 y=0 即 可 ; 因此 ,不 妨 设 三 不 是 零 泛 
函 , 令 
ker(f)={xr € X:f (x)=0), 
则 ker( 了 f) 是 闭 线性 真子 空间 。 设 90 了 zoE (ker(f))+, 则 f(xo) 了 0。 此 时 YrxE 
X ,根据 fEX* 得 到 
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(ws 8 ys my 
f(z Fe ) 0 /( es) EY a 0， 
人 
即 z 一 Fo) Eker(f), 所 以 
Few, i 
( 一 Floy ,zo ) 0， 
化 简 后 得 到 
i 
zx)= Bs t 
ek i 
(人 
取 J EE 即 为 所 求 。 另 外 ,根据 (4.4.1) 式 及 施 瓦 茨 不 等 式 得 到 


| fx) |=| zy) I< zl lyl, 
所 以 fl 二 1y1; 取 x=y 堪 9, 得 到 
| fx) |=| Cy»y) |=|y12， 
所 以 | .pl1=| > | 。 
唯一 性 : 反 设 存在 yi,y:*EX 使 得 
J(z) 一 (zyi) 一 (Zyz)， Yr EX, 
取 z 一 yi 一 y* 得 到 《yi 一 ys,y1 一 y2) 二 0, 推 出 yl 二 ys。 证 毕 
例 4.4.2 设 FE(R")”, 则 由 里 斯 定理 ,对 于 任意 的 x 一 (zi,zs,，…,zv)E 
R" ,存在 唯一 的 y= 二 (y1,ys，…，,y,)ER" 使 得 
fx) = =ry Fryst may 


并 且 
1 1 =1y1=vVy 十 2 十 … 十 2 
另外 ,回想 第 3 章 中 的 共 斩 空 间 的 定义 ,得 到 : 
例 4.4.3 VfE(L’([a,6]))" ,由 里 斯 定理 存在 唯一 的 y€EL?([a,6b]) 使 得 
f00) | ydr, Vz & ECLasbl)s 


且 上 f= 上 yy 上。 定义 Ti(Lia,65])))*" 一 L*([a,65]) 如 下 
Tf=y， 
则 工 是 线性 保 距 满 射 算 子 ,所 以 
CC ab DD = Eas ly 
更 一 般 地 , 我 们 得 到 希 尔 伯 特 空间 的 共 罗 空间 的 性 质 如 下 。 
定理 4.4.4 希 尔 伯 特 空间 X 和 其 共 轿 空间 是 同 构 的 , 即 
区 一 这 “5 
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特别 地 , 希 尔 伯 特 空间 一 定 是 自 反 的 : X= 二 =X”。 
希 尔 伯 特 空间 中 的 弱 收 敛 与 强 收 僵 具 有 下 列 性 质 。 
定理 4.4.5 设 电 是 希 尔 伯 特 空间 ,{zx,}CH,xEH, 则 : 


(1) YE (2 一 co); 
(2) 六 一 工会 工 。 二 且 ||z, | 一 ||zl (2z 一 co)。 
证 (1) 由 里 斯 表示 定理 ,VY fEH'*== 昌 ,存在 唯一 的 yEH 使 得 
(r= VMs 
所 以 
zi 人 VE ,f(r,) > f(r) 
OVy EH,(z,y) > (ry)。 

(2) 必要 性 : 设 zx, 习 z, 则 当 n 一 oo 时 ,根据 


| gal = lssl | = 3 1 3 0 
得 到 x, 一 zx。VyE 晶 ,再 根据 
| (zy) 一 (zy)|=| (z 一 zy) | Dz,—zl yl —>0, 


得 到 (zy 一 (zy), 所 以 由 (1) 推 出 z， 2 
充分 性 : 根据 上 外 z, | 一 外 zl| RD sy33 当 n 一 co 时 ,有 
zx mz = mr mr) = rr) (Tr) Oo (rr) (rx) 
一 | z。 | 一 2(zssz)? 十 | zz 
一 | 外 zj 由 :一 2(z,z) 十 外 zl 一 0， 
故 xz, 一 xz(n 一 co0)。 证 毕 


4.5 内 积 应 用 的 例子 


本 节 我 们 给 出 几 个 内 积 应 用 的 例子 ,相关 的 证 明 可 参考 文献 [4]。 

例 4.5.1( 内 积 与 信号 的 相似 性 ) 设 有 两 个 离散 信号 x 与 y, 用 它们 表示 对 
同一 目标 的 测量 结果 。 由 于 测量 手段 或 条 件 不 同 , 信 号 zx 与 y 将 产生 变形 。 尽 管 
出 现 了 失真 ,但 波形 仍然 是 相似 的 。 因 此 如 何 判 断 与 衡量 两 个 信号 的 相似 性 ? 具 
体 的 ,用 z= 二 (zxi xz zi 和 yy 一 (yiyyr,…,y…) 表 示 两 个 离散 的 信号 ， 
它们 都 属于 内 积 空间 /*(R ) , 若 


| zl = >) zz < 十 co， 
则 表示 该 信号 x 的 能 量 是 有 限 的 。 
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如 果 两 个 信号 x 与 y 相似 , 记 为 x 之 Ay, 这 里 将 xz 作为 比较 的 基准 。 首 先 讨论 
如 何 选 择 参数 4 使 得 x 之 Xy 成 立 。 符 号 x 守 Ay 是 指 能 量 误差 Q= x 一 Ay | 一 


Di, 一 Ay,)? 最 小 ,此 时 裕 =。， 即 


此 时 最 小 能 量 误差 为 


minQ =min >) (x, pe Dx? 二 ， 
4 n=1 


最 小 相对 能 量 误差 为 
minQ ( 二 
EE 
Dz Dy: 

其 中 ps 一 (Tz TTY) 称 为 x 与 y 的 规范 相关 系数 。 


由 施 瓦 茨 不 Si ph lpz,y | 越 大 ,信号 x 与 y 越 相似 。 特 别 地 ， 
| pz,y |=1Sx =Ay, 
此 时 minQ 二 0, 即 xz 与 y 完全 相似 。 因 此 相关 系数 或 者 说 内 积 可 以 用 来 反映 两 个 
信号 的 相似 性 。 
定理 4.5.2 设 X 是 赋 范 空间 , 若 el ,es,…,e, 是 X 中 给 定 的 向 量 组 , 则 Vx 
EX ,存在 最 佳 逼 近 系 数 Ah ,1 ,… ,4。 使 得 


| =— Dae migls ~ Beil. 
例 4.5.3 设 MCL?([ 一 x,xj]), 其 中 
M= 一 (asinz 十 bcosz:a:0 E R}, 
求 yo 一 aisinz 十 0;cosz 使 得 
zo—yol =ad(r,M) min | > 一 (asinz 十 bcosz) | 。 
解 ” 根 据 正 交 分 解 定理 有 xz 一 yo€ M+ , 则 


(ZT Yossinz) 三 《元 一 on6cosz =0, 


即 人 zsinz 一 (yoysinz) 及 (zcosz) 一 (yovcosz)》 ,因此 


性 4.5 内 积 应 用 的 例子 


四 中 
| xsinrdr -| (aisinz 十 Dicosz)sinz dz 
-x 0 
Ey 
=ail| sin xzdz+b| coszsinzdz 一 rai， 
0 0 
攻 四 
Zcoszrdz 一 | (alsinz 十 Dicoszr)coszdz 
一 中 0 


x x 
. 工 
=a| Sinzcoszdz 十 5 cos2 工 dr 于 次 bys 
0 0 


再 根据 
Zsinzdz = —2| zdeose = 一 2wcoszx |6 二 2| cosrdz 一 2r， 
于 0 0 


得 ai 三 2 根据 | zcoszdz 一 0, 得 0 = 二 0。 因 此 yo = 二 aisinzx 十 bicosx 一 2sinz 。 


最 后 研究 点 到 空间 的 距离 公式 。 
定义 4.5.4 设 X 是 内 积 空 间 ,{zx1,xs，…,x,} 是 XX 的 一 个 子 集 , 则 称 ， 阶 
方 阵 
(T1921) TisT2) 《zyzny) 
te (Raviiy (Toni) “ (zy) 
(TusT1) TasTa) (TasTn) 
为 格拉 姆 (Gram) 和 矩阵 。 
定理 4.5.5 设 X 是 内 积 空间 , {zxi,x:,…,x,} 是 XX 的 一 个 子 集 , 则 
{x1sX2，"… Xa} 线性 无 关 当 上 且 仅 当 格拉 姆 矩阵 G (zi ,zs，…,x,) 可 逆 。 此 时 , 格 
拉 姆 矩阵 G(xzi ,zs,… ,Xx, ) 是 正定 的 。 
定理 4.5.6 设 E 是 希 尔 伯 特 空间 五 的 线性 无 关子 集 {x1 ,xs，,…,x,) 张 成 
的 子 空间 。YVxE, 则 x 到 EE 的 距离 为 


区 | 


rn 
int lz—yl en ss | 


证 ”根据 正 交 分 解 定 理 可 知 ,x 在 E 中 存在 最 佳 逼 近 元 yo, 故 可 设 y 一 
De 


《> 一 Dz, ee > 一 De 一 yoyZi) 一 0， 
此 式 为 n 元 线性 方程 组 


93 


94 第 4 章 希 尔 伯 特 空间 米 


a 
和 {x1 ,as.… sz) 线性 无 关 可 得 格拉 姆 兴隆 GCz1 ,x2,…,z，) 是 正定 的 , 故 有 
| 本 Ke 
线性 代数 中 的 克 莱 姆 (Grammer) 法 则 知识 可 知 上 述 线性 方程 组 有 唯一 解 。 
由 正 交 分 解 定理 可 得 ， 
ad’:=|z— yl :=(—y,r—y)=(r— yr)— (ry,y), 
由 (x 一 y) EE+, 知 (x 一 y,y) 二 0, 所 以 


d= Ds 
5j=1 


因此 可 得 
ya we Wd (wat 
《| 《rvs 
CE pa | 43 
人 1 a 《TIT 
由 克 莱 姆 法 则 可 得 
| Gly) | ， 即 a | G(r Troms | 


| GCziyzaz，…yzn) | |G(z1, x2 7 ) | 


另外 由 克 莱 姆 法 则 求解 元 线性 方程 组 bp ,Xi1) 二 (x ,Xi) 可 得 最 佳 盘 
近 元 yo 的 表达 式 , 即 和 
二 be 9 
其 中 ~ 


| Gr sz Ts rin Ta) | 


[Gwe | 
习题 4 


1, Vz(t) ,y(t)EL?([La;5]) ,定义 
b 
《2 -| Tt)y td, 


证 明 (L?([a,6]),《。,，)) 是 一 个 内 积 空 间 。 
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2. 设 X 是 内 积 空间 , 若 zj,zt,…,z, 在 X 中 两 两 正 交 , 则 


[2 = zs 
3. 不 含 零 元 素 的 正 交 系 中 的 向 量 组 是 线性 无 关 的 。 
4. 设 M 是 希 尔 伯 特 空间 的 闭 子 空间 , 则 
CN = 
5. 设 M 是 希 尔 伯 特 空间 互 的 闭 子 空间 ,P 为 从 互 到 M 的 正 交 投影 算 子 。 
证 明 YxEH 日 有 


| Pz?*=Pzr ;zr), 
6. 设 X 是 希 尔 伯 特 空间 ,固定 yEX ,定义 
fi:r—>(zr,y), Vzxr EX, 
证 明 fEX* 并 且 上 f= 上 Dy。 


巴 拿 赫 空间 中 的 基本 理论 


本 章 主 要 列举 巴 拿 赫 空 间 中 的 几 个 基本 定理 ,其 中 汉 恩 - 巴 拿 赫 (Hahn- 
Banach) 泛 函 延 拓 定 理 , 一 致 有 界 性 定理 与 逆 算 子 定理 并 称 为 泛 函 分 析 的 三 大 基 
本 定理 ,其 应 用 几乎 贯穿 于 整个 泛 函 分 析 。 


5.1 延 拓 定 理 与 共 斩 算 子 


1. 泛 函 延 拓 定理 
我 们 知道 ,在 平面 R* 上 的 一 条 直线 wz 十 by 王 0 可 以 延 拓 为 Rs 中 的 平面 
ar 十 0y 十 cz 一 0， 

类 似 地 ,在 无 限 维 赋 范 空间 中 , 子 空间 上 的 泛 函 也 可 以 延 拓 为 全 空间 上 的 泛 函 。 

定理 5.1.1( 汉 恩 - 巴 拿 赫 泛 函 延 拓 定理 ) ” 设 义 ,。 是 赋 范 空间 X 的 子 空间 ,f。 
是 定义 在 Xe 上 的 有 界线 性 泛 函 , 则 f。 可 以 保 范 延 拓 到 全 空间 X 上 , 即 存在 X 上 
的 有 界线 性 泛 函 f 满足 : 

@ ( 延 拓 )f(zx)=fo(z),VrxEX,; 

@ ( 保 范 ) ef 上 x= fo x。 

注 ”此 证 明 可 参考 文献 [2,8j] 等 ,下 面 我 们 在 希 尔 伯 特 空间 中 给 出 证 明 。 

定理 5.1.2 设 X。 是 希 尔 伯 特 空间 X 的 闭 子 空间 ,是 定义 在 X。 上 的 有 
界线 性 泛 函 , 则 存在 X 上 的 有 界线 性 泛 函 f, 它 是 f。 的 保 范 延 拓 , 即 : 

四 ( 延 拓 )f(x)==fo(zx),VrEX,; 

@ ( 保 范 ) ef 上 x= 上 fo x。 

证 因为 X。 是 希 尔 伯 特 空间 X 的 闭 子 空间 ,所 以 X。 也 是 希 尔 伯 特 空间 。 
在 X。 中 使 用 里 斯 定理 , 习 y€ Xu 使 得 


时 5.1 延 拓 定 理 与 共 肛 算 子 、97 


hei 
并 且 
oi) = Ye 
设 P 是 从 X 到 X。 上 的 正 交 投影 算 子 ,定义 线性 泛 函 
liye=Pryy yy VieERs 
@ 因为 
站 
所 以 延 拓 结论 成 立 。 
@ VxEX, 根 据 
| f(x) |=| (Px,y) |<lPzrlxlylx<lzlrlylx, = folx, lzlx, 
故 f 是 X 上 的 有 界线 性 泛 函 , 且 上 fx 三 上 fo1 x; 再 根据 
fos, = sup, fo < _ sp NF) = flix, 


zEXo' lzl= 
故 有 
| | x= fo | i 

即 保 范 结论 成 立 。 证 毕 

下 面 我 们 给 出 延 拓 定理 的 几 个 推论 。 

定理 5.1.3 设 久 是 赋 范 空间 ,VYzx。€EX\{0}, 存 在 XX 上 的 有 界线 性 泛 函 f 
使 得 

外 天 =， 并 且 Gi03= Dzo 
证 设 X 中 的 一 维 子 空间 
XI={azo:a ER}, 
定义 线性 泛 函 
fz = f(x) =alwsll, =ars Ee Kis 
则 有 
[¥te¥ sa J = ws 
故 f1(z) 是 X， 上 的 有 界线 性 泛 函 ,并 且 | fx 二 1。 由 汉 恩 - 巴 拿 赫 泛 函 延 拓 
定理 ,存在 X 上 的 有 界线 性 泛 函 三 满足 
| Flx=1 filx, =1, 
并 取 工 一 zo 时 
| 区 证 毕 

下 面 我 们 说 明 赋 范 空间 中 有 “足够 多 ”的 连续 线性 泛 函 , 即 多 到 足以 用 来 分 辨 

不 同 的 元 素 : 当 z 关 y 时 ,存在 一 个 连续 线性 泛 函 f 使 得 f(x) 了 f(y)。 
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定理 5.1.4 设 X 是 赋 范 空间 ,z,yEX, 如 果 对 于 X 上 的 任意 有 界线 性 泛 
函 f 都 有 
fuw y= Fy)s 
那么 zx 一 y。 
证 反 设 过 过 y, 由 上 面 的 定理 ,存在 X 上 的 有 界线 性 泛 函 了 ,使 得 
f(z=y)=|z=y| 0, 
但 由 了 的 线性 性 质 得 到 


f(r—y)=f(r)— f(y)=0,， 

巴 盾 ,所 以 x 二 y。 证 毕 

注 ” 此 定理 也 给 出 了 判别 赋 范 空间 中 零 元 的 方法 ; 对 于 X 上 的 任意 有 界线 
性 泛 函 f， 

r=0Sf(r)=0。 

2. 共 斩 算 子 

下 面 我 们 用 汉 恩 - 巴 拿 赫 泛 函 延 拓 定 理 研究 共 思 算 子 。 

定义 5.1.5 设 X,Y 是 赋 范 空间 ,T 是 从 X 到 Y 的 有 界线 性 算 子 , 算 子 
下 为 

(TCD 一 FTz) VEY" VEX 

称 T 为 算 子 T 的 共 斩 算 子 (或 者 对 偶 算 子 ) 。 

注 设 了 :R" 一 R" 是 由 矩阵 为 Aux， 确定 的 线性 算 子 , 则 工 的 对 偶 算 子 
T* :R" 一 有 R" 所 对 应 的 和 矩 阵 为 4。 我 们 可 把 共 思 算 子 看 成 有 限 维 空间 中 转 置 矩阵 
的 推广 ,具体 的 性 质 可 参考 文献 [8]。 

定理 5.1.6 设 X,Y 是 赋 范 空间 ,T 是 从 X 到 Y 的 有 界线 性 算 子 , 算 子 
T" ,YY* 一 X 为 了 的 共 斩 算 子 , 则 T 是 有 界线 性 算 子 , 且 

Ur i Ee dl 
证 (1) Vx,y€EX,a,BER ,由 算 子 T 与 f 的 线性 性 质 可 得 
( 工 ” PCaz 十 py) 王 FTCoz 十 By)) 王 FoTz 十 6Ty) 
=af (Tx)+Bf(Ty) =a(T* (rz) 十 BCT f)(y), 


所 以 T* 是 线性 的 。 
(2) 根据 
大 Ts 和 LF 
得 到 
TT*F| Tl; 
所 以 
ral < ed 
即 TT 是 有 界 的 算 子 。 


时 5.2 一 致 有 界 性 定理 、99 


(3) VzxoEX, 有 Tro。EY。 若 Txo 关 909, 运用 汉 恩 - 巴 拿 赫 泛 函 延 拓 定理 , 则 
习 fEY"* ,使 得 


Ll = T=. 
故 
me | = rs Cr | 

= 

= | ssa ls 
车 Tx。 二 0, 则 上 式 也 成 立 , 即 有 

ITI<1T", 

所 以 1T =1Tl。 证 毕 


定义 5.1.7 设 工 是 从 希 尔 伯 特 空间 X 到 X 的 有 界线 性 算 子 , T*;X* 一 
X “为 了 的 共 恩 算 子 。 

(1) 若 工 一 工 , 则 称 T 为 自 伴 算 子 ; 

(2) 若 TT =T 工 , 则 称 了 为 正规 算 子 ; 

(3) 若 工 是 双 射 上 且 T =T, 则 称 T 为 酉 算 子 。 

注 关于 上 面 算 子 的 基本 性 质 ,可 以 参考 文献 [2] 等 。 


例 5.1.8 设 代 是 一 阶 微分 算 子 Tu 一旦 ,其 定义 域 为 


D(T)={au(t) € LCL0,1]) 2(0) =0}, 
求 共 斩 算 子 T” 。 
证 根据 


1 du | d(uv) Ld 
(Tu)v | dd 一 二 gdt 


id 
-= 二 ud 十 (wv) |is 


车 T" 的 定义 域 为 
DT”"I= {vav te L000 Dt =0)s 


则 了 "一 一 征明 显 地 ,开关 工 " 并 且 DT) 关 DT ), 所 以 了 不 是 自 伴 算 子 。 


5.2 一致 有 界 性 定理 


下 面 我 们 研究 算 子 列 的 一 致 有 界 性 。 设 X,Y 是 赋 范 空间 ,从 X 到 Y 的 有 界 
线性 算 子 的 集合 记 为 B(X ,Y)。 
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定理 $.2.1( 一 致 有 界 性 定理 ) 设 X 是 巴 拿 赫 空间 ,Y 是 赋 范 空间 , 算 子 列 
{T,},czt CB(X,Y)。 若 对 于 每 个 xEX, 有 
Tz Cs VE 人， 
这 里 C, 是 与 x 有 关 的 实数 , 则 算 子 序列 {T, 一致 有 界 , 即 存在 与 x 无 关 的 常数 C 
使 得 
IT 疙 Gy VE 
一 致 有 界 性 定理 的 逆 否 命题 就 是 下 面 的 共鸣 定理 。 
定理 5.2.2( 共 鸣 定 理 ) 设 X 是 巴 拿 赫 空间 ,Y 是 赋 范 空间 ,{T,),ez+ CC 
BCX,Y)。 若 {T,} 不 是 一 致 有 界 的 , 即 
sup | T, | = 十 ce， 


PE 


则 3zoEX, 使 得 
sup | Tzo | 三 十 < 


n€EZt 
注 定理 中 的 sup | T, | = 十 等 价 于 存在 {T,}CB(X,Y) 和 点 列 {; 
充当 必 包 ,| 一 1 时 有 
sup | T,z, | 三 十 co， 


mnEZ+ 


此 时 , 必 存 在 z+。 EX 使 得 
Sup | Tzxo | 三 十 ce; 
因此 ,此 定理 说 明 若 序列 1 了 | 无 界 , 则 必 有 一 个 点 列 | T,ze | 无界, 这 就 是 
“共鸣 ?一 词 的 由 来 。 
下 面 我 们 列举 几 个 一 致 有 界 性 定理 (或 者 共鸣 定理 ) 的 应 用 。 
定理 5.2.3 设 X 是 赋 范 空间 ,点 列 {zx,}CX 弱 收 敛 于 zx, 则 : 
(1) 弱 极 限 x 唯一 ; 
(2) {z,} 有 界 。 
证 (1) 反 设 zx， 二 及 工 ， y(n >co), 则 VEX* ,有 
limf (zx,)=f (x), lim (x,) =f(y)， 
1 数列 极限 的 唯一 性 , 知 


f(z)=f(y), 
再 由 汉 恩 - 巴 拿 赫 泛 孔 延 拓 定 理 得 到 x 二 y。 

(2) 设 zEXCX” ,VAEX' ,定义 J,(f) 衬 f(x):X* 一 R ,容易 证 明 J。 
是 线性 的 ,并 且 由 


| 
得 到 上 J, 三 上 xz, 即 J,EX”; 当 xz 关 9 时 ,根据 汉 恩 - 巴 拿 赫 延 拓 定 理 ， 
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习 fo。 EX"' 使 得 
I | Ee 
所 以 
1 7 1 一 si, | JT=(C7) |=,syp, | ta ot = zs 
故 |J.1=1 zll。 


根据 {zx,}CX 弱 收 化 于 z+,VYfEX"* ,有 
f(x,) > fr), 
即 f(x) 为 收敛 数列 , 故 f(z,) 是 有 界 的 ; 再 根据 
Sn | :J -su | f(z,) |< 十 co， 


共鸣 定理 ,存在 常数 M 二 0 使 得 J, 1 入 M, 即 ‖z,1=1J。 1 和 M。 证 毕 

定义 5.2.4 设 X,Y 是 巴 拿 赫 空间 , {T,.) ezt+ CB(X3Y) 车 VzEX5 存 在 
算 子 TEB(X,Y) 满 足 

Tiz 一 Tz|‖ 一 0 (一 co)， 

则 称 {T,} 强 收敛 于 工 。 

例 5.2.5 设 X,Y 是 巴 拿 赫 空间 ,{T,) ,ez+ CB(X,Y)。 则 {T,)} 强 收敛 于 了 
的 充分 必要 条 件 是 : 

(1) | T, | 一致 有 界 ; 

(2) 对 于 X 中 的 稠密 子 集 D 中 的 任意 元 素 y,{T,y} 都 收敛 。 

证 必要 性 ; 车 Vx EX,{T,}) 强 收敛 于 T, 即 上 Tx 一 Tz | 一 0(02 一 co)， 
根据 

1T,zl 入 IT7Tz 一 Tzl 二 1Tzll， 

得 到 | T,z | 有 界 ,由 共鸣 定理 知道 | T, | 一致 有 界 ; 条 件 (2) 显 然 。 

充分 性 : 设 

17T,1 入 M，VYVnE2 

VzEX 及 s>0, 由 了 在 X 中 稠密 , 知 存在 yED 使 得 


€ 
| > 一 > < 3am 


又 因为 {T,y} 收 敛 , 知 了 NE2Z+ , 当 和 ,2 之 N 时 


Tuy 一 Tuy | < 


; 


cm 


因此 
外 天 六 一 下 芝 直 本 二 下 二 外 于 六 王 匡 下 二 炸 表 区 一 到 


Ells lw=wl 证 | ls w= 
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. 必 
Mt 
故 {T,z}) 是 空间 Y 中 的 柯 西 列 ,由 Y 的 完备 性 知 存 在 yEY 使 得 {T,x) 收 僵 于 y。 
设 Tz 一 y, 根 据 {T, } 的 线性 性 质 易 得 到 算 子 了 的 线性 性 质 ,下 面 证 明 算 子 人 


有 界 。 由 


E， 


1Tz 一 Tz| 一 0 (2 一 co) 
及 共鸣 定理 知 外 了 ,一 T|| 一 致 有 界 。 再 根据 
IT 和 受 1T 一 T,| 十 | 外 T, |， 
得 到 工 有 界 。 证 毕 
例 5.2.6( 傅 里 叶 级 数 的 发 散 性 问题 "1) 设 xEC(C 一 rr]), 则 > 的 傅 里 叶 
级 数 为 


证 > Ca coskt + bi sinkt), 
k=1 


其 中 


1 x 
| z(t)cosktdt, k=0,1,2,°, 


1 fx 
ee x(t)sinktdt, k=1,2,.。 
Xx 


证 明 存 在 zeoEC([ 一 r,r]) ,使 得 ze 的 傅 里 叶 级 数 在 上 一 0 处 发 散 。 
证 (1) 对 于 任意 的 zxEC([ 一 xr,x]) ,在 z 王 0 处 的 傅 里 叶 级 数 为 


小 DD 
2 知 ! 
车 设 T, :C([ 一 r,r]) 一 有 为 


人 和 
Tz = Da | zo| | Deovtr | a 
2 k=1 a 2 fi 


=- 二 | TD Dd, 
式 .一 


其 中 


中 
训 sktsin —t 
COS sin 2 


D2) = 二 > coskt 十 
k=l 2 k=1 2 1 
sin 51 


sin(k 十 也) = sin(k = 记 ) 1 


a 
z+ 


pe 
sin t 
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| 
T % 
2 2sin 一 上 2sin 一 上 
则 有 
ny 二 ZC D, dz < [2 的 || 四-( 坟 | 二 
无 忌 一 TJ -x 
一 max, ] || Dry | 
Trt€EL—x, 
和 es 
x 
故 下 有 界 , 且 


I | 总 二 | Bid | ‘dts 
TJ0 
(2) 下 面 来 计算 | T, | 。 令 
D.Cy 


f(D = 
1D; (2) | 十 一 
772 


则 有 f,EC([ 一 x,zj), |‖ | 入 1。 再 根据 


LT = | Tel > Tf = | fc)D, a 
zl<1 TN/ 一 x 
To Ee 
+: DiG) 六 7 
1 “ T 业 -| dt 
“| DC) | 十 二 |D;(z) | 十 二 
m mm 
| ed 
-= 古 ( 南郊 | 二 )d 
= 二 | [ty ] 二 一 此， 
Tu,0 m 


令 m 习 oo 得 到 


1T, 1 =2 | 1 D0 1 a 
To0 


(3) 另外 ， 


sin(n + 地 ) 1 


17.1 = 和 六 pc 1a> [| di 
To0 TJ0 


二 
2 
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加 = | sins Le Ss 2 | sins | 二 
5 区 Jo S 


Tu0 5 

2 (UtDx | sins | 
二 一 一 一 dx 

TAO0J kr 5 


n—l 
> 2 1 i 
RE 


| sins | ds 
kx 


n 


4 如 1 4 i 
er 友之 不“ 


再 由 调和 级 数 > 二 的 发 散 性 ,得 


sup | T, | 王 十 ce， 


n€Zt 


故 由 共鸣 定理 , 知 z。 EC([ 一 x,wj) ,使 得 
sup | T,zo | = 十 ce， 
n€EZt 


所 以 ze 在 :一 0 处 的 傅 里 叶 级 数 发 散 。 证 毕 


s.3 道 算 子 定理 


设 X,Y 是 赋 范 空间 ,T:X>Y 是 线性 有 界 算 子 , 若 T 是 单 射 , 则 逆 算 子 T” 
存在 ,自然 的 我 们 就 会 问 工 ”的 相关 性 质 , 比 如 工 -: 是否 为 线性 或 者 有 界 算 子 等 ， 
下 面 的 定理 回答 了 这 个 问题 。 

定理 $.3.1( 逆 算 子 定理 ) 设 X,Y 是 巴 拿 赫 空间 ,T:X-~Y 是 有 界线 性 算 
子 , 若 了 是 双 射 , 则 T 的 逆 算 子 存在 且 TT !':Y 一 X 也 是 有 界线 性 算 子 。 

在 给 出 此 定理 的 证 明之 前 ,我 们 先 研 究 另 一 个 重要 的 定理 : 闭 图 像 定 理 , 并 指 
出 逆 算 子 定理 与 闭 图 像 定 理 可 以 相互 证 明 。 

定义 5.3.2 设 X,Y 是 赋 范 空间 ,T:D(T)>Y 是 线性 算 子 , 则 XXY 的 子 集 

G(T)={(z,s Tx) :rx € DO(T)} 
称 为 算 子 的 图 像 。 
注 在 空间 XXY=({(z,y):zEX,yEY} 中 定义 
aryy) 一 (azyay)， VaER， 
(zi 十 《25 = (Tiras 十 5905 
则 容易 证 明 X XY 为 线性 空间 ; 另外 , 设 
| zy)l1=1zl+lyl， 
易 知 空间 XXY 按照 | (z,y) | 成 为 赋 范 空间 ,此 时 XXY 称 为 乘积 空间 , (x,y) | 
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定义 5.3.3 设 X,Y 是 赋 范 空间 , 工 :X-~Y 是 线性 算 子 , 若 工 的 图 像 G(T) 
是 XXY 中 的 闭 子 集 , 则 称 T 为 闭 算 子 。 
定义 5.3.4 设 X,Y 是 赋 范 空间 , 工 :X-~Y 是 线性 算 子 , 则 T 是 闭 算 子 的 充 
分 必要 条 件 是 : 
2 = 及 Ti > y(n o>y= Ts 
证 ”必要 性 : 由 x, 一 x ,Tzx, 一 y ,得 
(wr Ta) = (rs mos 
1 G(T) 是 久 XY 中 的 闭 子 集 , 得 (x ,y)EG(T) ,根据 定 义 得 到 y= 二 Tx 。 
充分 性 : 设 (z,,Tz,)EG(T) ,并 且 
5 
根据 积 范 数 ,我 们 得 到 
| (x, Tr,) — (x,y) | | (x CO—z, Tr, —y)| | zx 一直 + Tz,—y| 一 0， 
所 以 得 到 xz, 一 z,Tz, 一 y, 从 而 有 y 王 Tz, 即 
(zy) 一 (ZITZJ)ECGGCT)， 
故 G(T) 是 XXY 中 的 闭 子 集 。 证 毕 
定理 5.3.5( 闭 图 像 定理 ) 设 X,.Y 是 巴 拿 赫 空间 ,T:;X->~Y 是 线性 算 子 , 若 
T 是 闭 算 子 , 则 T 为 有 界 算 子 。 
证 因为 X,Y 是 巴 拿 赫 空 间 , 故 XXY 按照 积 范 数 ‖|(z,y)|1=| zxz| 十 
| y 是 巴 拿 赫 空间 。 由 于 G(T) 是 XXY 的 闭 子 空间 , 故 G(T) 也 是 巴 拿 赫 
空间 。 
定义 了 ;DC(T)》# 六 为 


PrsTr) = 
则 PP 是 一 一 对 应 的 线性 算 子 , 并 且 由 
| PTz)1 =|zl lzl+ Tz = | (zz,Tz) | 
知道 P 还 是 有 界 算 子 。 由 逆 算 子 定理 ,P-: 存在 且 为 线性 有 界 算 子 。 再 根据 
1Tzl 入 zll+lrzl=lzTz)l=lPz)l 入 P21zl， 
得 工 是 有 界 的 算 子 。 证 毕 


注 ”定理 说 明 , 在 完备 赋 范 空间 中 ,线性 闭 算 子 一 定 是 有 界 算 子 。 下 面 的 例子 
说 明 一 般 的 赋 范 空间 的 闭 线性 算 子 不 一 定 是 有 界 性 算 子 , 究 其 原因 ,在 于 C’ ([0,1]) 
在 空间 C([0,1]) 的 范 数 下 不 完备 。 

例 5.3.6 对 于 无 界线 性 微分 算 子 


T= 时:C1([0,1]) = 人 go 
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证 明 了 为 闭 算 子 。 

证 算 子 的 图 像 是 

GT 一: 代 交 让 7 EE C(O TDD) 

设 有 {x,}CC!'([0,1]) ,使 得 zx, 一 rz, Tz 一 y, 即 
| (x, ,Tr,) — (xr,y) | (zx, 一 z,Tz —y)| | ,一 并 | + | Tr,—y| 一 0。 
由 于 CCLa ,0]) 中 点 列 的 收敛 等 价 于 函数 列 的 一 致 收敛 , 故 (Tz,)(C) 一 (zy(CD)) 
一 致 收敛 到 > , 故 z,(t) 可 微 并 且 (z(G)) = 二 y(t), 即 (zx,y)EG(T)。 这 就 证 明了 
G(T) 是 XXY 的 闭 集 , 因 而 工 为 闭 算 子 。 证 毕 

注 ” 闭 图 像 定理 也 告诉 我 们 , 巴 拿 赫 空间 X 中 的 无 界 闭 算 子 的 定义 域 不 能 是 
闭 集 ,至 多 在 X 中 稠密 。 例 如 ,微分 算 子 的 定义 域 只 能 是 C([a ,0]) 中 的 稠密 子 集 
C1!([a ,6]) ,而 不 能 是 空间 C([a ,0]) 。 

定理 5.3.7 用 闭 图 像 定 理 证 明 逆 算 子 定理 。 

证 设 X,Y 是 巴 拿 赫 空间 , 工 ;:X-~Y 是 有 界线 性 双 射 算 子 。 

(1) 因为 工 是 双 射 ,所 以 工 的 逆 算 子 T 1:Y 一 X 存在 ; 再 根据 工 是 单 射 ， 
得 到 


ker(T) 一 {0)}， 
所 以 Va,bER ,根据 了 工 的 线性 性 有 
T(T (zt by —aT rT y=T(T (ar) — TaT zs +bT yy) 
=TT (oz 十 py) 一 (aTT zr +oTTy) 
一 az 十 by 一 (az 十 py) 一 0， 


得 到 
Ti(azt+by)=aT z+bT ly, 
故 是 工 :线性 算 子 。 
(2) 工 的 图 像 为 
G(T Y= vy 
a i eo | 
ee (i > 00) 
设 z, 二 TT1y,, 则 
ao Toy (no 
因为 工 是 连续 的 ,所 以 
Ts limTr, = 
即 z。= 二 TT 1yo。。 这 样 (yo ,zxo)EG(T- 1!1)。 于 是 我 们 证 明了 G(T 1!) 在 YXX 中 
是 闭 集 , 故 工 : 是 闭 算 子 。 由 闭 算 子 定理 ,T : 是 有 界 的 。 证 毕 
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习题 5 


1. 设 {z,} 是 赋 范 空间 X 中 的 点 列 , ‖ x, 上 二 1(Yn€21), 并 且 {x,} 弱 收敛 
于 > ,请 用 汉 恩 - 巴 拿 赫 延 拓 定理 证 明 ex 过 1。 
2. 设 X 是 赋 范 空间 ,Y 是 巴 拿 赫 空间 ,X。 是 X 的 稠密 子 空 间 , 若 T, 是 X。 
到 Y 的 有 界线 性 算 子 , 则 T。 可 以 唯一 地 延 拓 为 X 到 Y 的 有 界线 性 算 子 , 即 存在 
唯一 的 TEB(X,Y) 使 得 上 T= 上 To ,并且 
了 过 一 了 oz wwE Kos 


3. 设 实数 列 {as} 对 任何 满足 > 0 一 十 co 的 实数 列 {5,) ,都 有 
k=1 


>) | as |< 二 co， 
试用 共鸣 定理 证 明 : 
Dat < 
4. 设 X,Y 是 巴 拿 赫 空间 ,其 中 X 为 自 反 空 间 ,TEB(X,Y), 算 子 T 了 为 紧 算 
子 的 充 要 条 件 为 
zs— zxTz, = 
5. 设 X,Y 是 赋 范 空间 ,T:X 一 Y 是 有 界线 性 算 子 , 则 T™! 存在 且 有 界 的 充 
要 条 件 是 存在 常数 M>0 使 得 
Tz| 宇 Mz||,， Vz €EX。, 
6. 设 X,Y 是 巴 拿 赫 空 间 ,T:X 一 Y 是 有 界线 性 双 射 算 子 ,证 明 3a ,0 二 0， 
使 得 
相同 外 过 下 天 站 受 帮 过 名 全 区 5 
7. 设 X,Y 是 赋 范 空间 , 工 :X 一 Y 是 闭 线性 算 子 ,证 明 ker(T) 是 X 的 闭 子 
空间 。 
8. 设 互 是 硕 尔 伯 特 空间 ,线性 映射 工 :五 一 互 满足 
TE = Ty Vie Hy 
试 使 用 闭 图 像 定理 证 明 T 是 有 界 算 子 。 


索 但 列 夫 空 间 


我 们 已 经 研究 了 巴 拿 赫 空 间 中 元 素 的 范 数 与 角度 ,下 面 自然 地 就 会 问 该 元 素 
是 不 是 有 导数 ,其 导数 的 性 质 如 何 ? 因此 本 章 来 讨论 巴 拿 赫 空间 中 元 素 的 导数 。 
我 们 先 列举 一 些 记号 。 

本 章 中 我 们 都 设 2 为 n 维 有 界 区 域 , 即 0 为 R" 中 的 一 个 连通 有 界 开 集 ,920 
表示 0 的 边界 ,0 一 Q 十 9Q 表示 0 在 R" 中 的 闭 包 , 1Q | 表示 2 的 体积 。 若 Q。 也 
是 一 个 区 域 , 且 0。 是 0 的 紧 子 集 ( 有 界 闭 子 集 ) , 则 记 为 0Q,CCQ。 


2 


9 
对 于 函数 w(x) 二 u(xiyr2 sy" Xn) ,i Diu =3 "Dou 一 二 一 一 u 的 梯度 定 


3 9719x;’ 
义 为 
Daw=VE=CD RD Dw), 
另外 设 
Du »， Dv=DiuDiv+ DouD2v 二 "十 DuD,v, 
| Du |=(| Diu | 十 | Dou | 十 … 十 | Du (2, 
n 维 拉 普 拉 斯 (Laplace) 算 子 A 定义 为 
Au =Diz t+ Dat "t+ Do 
设 c 二 (ql,as，…,a,) 是 非 负 整数 组 ,并 记 |a | 二 ai 十 az 十 … 十 a, ,|a | 阶 的 微 
分 算 子 定义 为 


D'*! 


D*=D DD 
De Ba "DD 


对 于 定义 在 2 中 的 函数 ,集合 
suppu 一 (ZEOQO:xCzr) 和 天 0} 
的 闭 包 称 为 wx 的 支 集 。 若 suppuCCQ, 则 称 在 Q 中 有 紧 支 集 。 


性 6.1 索 伯 列 夫 空 间 Ws*(Q) `109 


设 mm 为 非 负 整数 ,定义 
C”"(Q)= 二 人 {4:D% 在 2 内 连续 ,V | a | 三 mm}， 
Cr?(Q)= 二 {u € C”"(0):u 在 Q 中 有 紧 支 集 }， 
C”(Q) =={u:Du 在 0 内 连续 ,V | ae | 二 mm}， 
状 简 记 @D)= 二 OUD 了 D560)=C(0): 
当 x= 二 (x1,Xz，…,X,) ER" 时 ,本 章 我 们 还 用 |x|= 二 (x? 十 xz 十 … 十 xz?) 表 
示 x 在 了 R" 中 的 范 数 ,请 根据 上 下 句 或 |。| 所 在 的 位 置 区 分 其 意义 。 
另外 ,在 不 引起 混乱 的 情况 下 ,本 章 中 我 们 用 C 表示 不 同 的 正常 数 ; 为 了 区 别 
不 同 的 范 数 ,对 于 1 三 p 二 ,我 们 记 


外 要 由 =(| | zx ledz) “ 
6.1 索 伯 列 夫 空间 Wo (2 ) 


为 了 定义 我 们 的 空间 ,首先 引入 下 面 不 等 式 , 其 证 明 来 源 于 文献 [3]。 
定理 6.1.1 设 函 数 集合 
Bu= (we Cm NE | = 
下 面 的 弗 里 德里 希 斯 (Friedrichs) 不 等 式 ( 也 称 为 庞 加 莱 (Poincare) 不 等 式 ) 
成 立 


I wdr <C| | Du ldz， Vu €Bi, 
a 0 
即 
zll, <Cl|Dul,, Vu€E Bi, 

其 中 C,C 是 与 x 无 关 而 只 与 2 有 关 的 正常 数 。 

证 因为 2 为 n 维 有 界 区 域 , 所 以 不 妨 设 

认 王 人 一 {一 (Zimaa | 和 lms 

在 Q\Q 中 令 久 二 0, 对 任意 的 EQ 有 

4 0) ue ) anes.) =| Dial sr ) 
利用 施 瓦 茨 不 等 式 得 到 


本 2 
[zu(z) 上 所 (| | Dr sy | dt) 


L 


(| | Due) | dei) 


人 
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alth alth 

过 (| dri) (| 一 | Dix(Cz) 1?dz; ) 
alth 

=4| | Djul(z) 1:dzi， 
本 

在 Q 上 积分 上 式 得 到 
anth alth alth 
| u(x) |?dx <4| -| (| | DiuCx) [dri ) dzidza…dz， 


=4| | Diul(x) |2dxj 
因为 在 Q 外 有 w==0, 故 由 上 式 推出 
| wx) dz <a| | Diu (x) Pdx < | Duly | “dw 证 旨 
n n n 


长 


定义 6.1.2 空间 CC2) 关 于 内 积 
u,v) -| u* vdzr +| Du » Dvdzx 
a a 


lal =(| az+| 1 Du lar)™ 
完备 化 的 空间 记 为 W'*? (0Q), 称 为 索 伯 列 夫 (Sobolev) 空 间 。 
定义 6.1.3 空间 Cu(C2) 关 于 内 积 


(uv) -| Du » Dvdx 
a 


了 /2 
| di = -(| | Du lzdz ) 
n 


完备 化 得 到 的 希 尔 伯 特 空间 称 为 索 伯 列 夫 空间 Wo*(Q) 或 Hs(Q)。 

类 似 的 证 明 留 作 习 题 。 下 面 我 们 分 析 索 伯 列 夫 空 间 W3*(Q) 中 元 素 的 性 质 。 

定义 6.1.4( 广 义 导 数 的 定义 ) ”对 任意 的 ww EWi*(Q), 存 在 序列 {ui)C 
Cl(Q) 使 得 

1 一 xl 一 0 (一 co)， 
对 ui 一 wi ECo(Q) 利 用 弗 里 德里 希 斯 不 等 式 得 
um—uls <Clu ul 0 (一 co 一 co)， 

因此 {ui}) 是 LC(Q) 中 的 柯 西 列 。 由 于 L?(Q) 是 完备 空间 ,ui 在 L?(Q) 中 必 收 敛 
于 函数 wx。 再 由 范 数 定义 得 


1/2 
IDas —Dius ls =(| 1 pw 一 Du Pdz)” = 一 ws 0, 


性 6.1 索 伯 列 夫 空间 Wi2(C2) `111 


因此 Dui 在 L?*(0Q) 中 收敛 于 一 个 函数 v; EL?(Q),wv; 称 为 x 的 广义 导数 ,并 记 作 


vi =Du, 
这 就 证 明了 对 于 任意 的 i 二 1,2,…,n, 当 kk 一 co 时 ,有 
Ur > us, 在 L:(0) 中 ， 


Dui 一 Dau， 在 L:(0) 中。 

注 由 广义 导数 的 定义 可 以 看 出 ,这 种 导数 不 是 函数 在 一 点 处 的 性 质 的 反映 ， 
而 是 通过 在 整个 区 间 上 的 积分 的 极限 来 确定 的 ,所 以 广义 导数 体现 的 是 函数 整体 
性 质 。 不 难看 出 ,如 果 函 数 可 微 , 则 其 导数 与 广义 导数 是 一 致 的 。 

注 Wl”*(Q) 中 的 元 素 是 属于 L*(Q) 且 具有 一 阶 广义 导数 (也 属于 L?(0)) 的 
函数 。 

例 6.1.5 设 2 为 R 中 的 一 个 连通 有 界 开 集 ,Yu,vEW'”*(Q) 的 内 积 


du gm du gm du 9v 


一 加 i | | | mn nm nm 
《My wy) =| vadrd ok | | Gr Ep t Be t Be 2 ) dd :dxs， 
相应 的 范 数 为 
2 


lull =(| wdrdrodes +| 六) t (站 ) : (起 ) | dridzrsdzs) 和 


设 {us (ziszzsX3)) 为 WC(Q0) 中 的 基本 序列 , 即 


umu,l =0 (k,n— 0), 


则 (ux)， 娃 | , 晨 | , | 尖 | 是 空间 2(9) 中 的 柯 西 列 ,根据 L2(O) 的 完备 性 , 它 


azri|' lars) ”1azs 


们 在 空间 二 (2 ) 中 都 有 极限 ,分别 记 为 


局 到 《二 人 加 
《1 ， 


则 后 面 的 三 项 为 第 一 项 的 广义 导数 。 
下 面 我 们 给 出 WW” (Q ) 中 两 个 最 重要 的 性 质 。 
定理 6.1.6 设 wEWo"(Q), 下 面 的 庞 加 莱 不 等 式 成 立 


| udzx | | Du |?dz， 
a a 


ax zs azs 


即 
ll 入 clDpx1l，， 
其 中 C,C 是 与 x 无 关 而 只 与 2 有 关 的 常数 。 
证 对 于 任意 的 wEWi*(Q), 存 在 {ui}CCi(Q) 及 Du EL?(Q) 使 得 对 于 任 
意 的 i 二 1,2,…,n, 当 k& 习 oo 时 
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网 类 在 L:(Q2) 中 ， 


Diui 一 Din， 在 L(Q) 中。 
因此 根据 范 数 的 连续 性 ,得 到 
人 | ,— lu |,, 


| Ds | ,> —= | Di | ;。 


1 此 知 


1pe ls (PhD) =(D pelt?) =1pel: 
由 EC3(Q)CBi ,根据 B; 中 的 庞 加 莱 不 等 式 得 
ia se | Di Das 
对 此 式 两 端 令 k 一 oo 得 出 我 们 的 结论 。 证 毕 
定理 6.1.7 Wi;”*(Q) 中 的 有 界 集 在 L*(Q) 中 为 列 紧 集 。 
证 由 阿尔 泽 拉 - 阿 斯 科 利 定理 我 们 只 需要 证 明 有 界 集合 中 的 元 素 是 等 度 连 
续 的 ,再 根据 C3(Q) 在 Wo”*(Q) 中 的 稠密 性 ,只 需 对 任意 的 EC3(Q) 证 明 不 等 式 


| | uClx+h)—ulx) |2dxz 委 zs| 到 12， 
n 


其 中 hER” ,|h| 表 示 R” 中 的 范 数 ,并 当 xER"\Q 时 规定 (x) 二 0。 
利用 施 瓦 茨 不 等 式 


| ulx+h)—ulx) | 


2 


1 
| Le 二 th)dt 


n 


1 2 1 2 
| DD tua < (| | DuCx +th) ||h | dt) 
0 i=1 0 


<| De tk) Pd h 一旦 Du(z 十 霹 ) | 二 ， 
0 0 0 
对 此 式 两 端 在 2 上 积分 得 


了 1 
| | u(x+h)— u(x) lax <h| | | Dulx+tith) |:didx 
n DJ0 
ge 
一 | h 中 | D(x+th) | dxdt 
on 
1 
二 | 0] | | Ducy) Payd 
0v 0 


1 
一 站 pe ia =lu lil kl, 


故 结论 成 立 。 证 毕 
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6.2 索 伯 列 夫 空间 Wo”? (8) 


定义 6.2.1 设 & 为 正 整 数 ,对 于 函数 空间 
WR = {EL Dr EL OY Leal Es 
这 里 的 Du 为 & 的 la | 阶 广义 导数 ,此 空间 赋予 范 数 
Up 


lal =(| Dipru tar) ， 


Del<k 


后 成 为 一 个 巴 拿 赫 空间 , 称 为 索 伯 列 夫 空间 。 
注 在 空间 W**(Q) 中 也 可 取 范 数 


lalss= (| 1 Dru tar) 


lel<k 
这 两 个 范 数 是 等 价 的 外。 
定义 6.2.2 
We*?(Q) = 二 Cs(Q) 关于 范 数 上 wx 上 的 完备 化 。 
注 当 p=2 时 ,又 记 W**?*(Q)==H*(Q0),W4*(Q)== 有 Hs(Q) ,它们 关于 内 积 


1/p 


(usv) -| > DuD'vds 


nlel<k 
还 是 希 尔 伯 特 空间 。 明 显 的 ,Wi*(0Q)==H3(0)。 
空间 W%*(2) 也 具有 重要 的 庞 加 莱 不 等 式 。 
定理 6.2.3( 庞 加 莱 不 等 式 ) 设 wEWi2C2), 则 


(| | zx bdz)“<c(| | Du |*dx ) 


其 中 C 是 与 wx 无 关 而 只 与 有关 的 常数 。 
设 0< 过 1。 对 于 函数 u(x) ,如果 存在 常数 KK 二 0 满足 
| xz) 一 xy) [ZK |x—yl*, Vxr,y EN, 


1/p 


即 
Lal sop Lee 一 “9 | oo, 
x [|x—y| 
那么 称 u(x) 满 足 指 数 为 4 的 赫 尔 德 (H6lder) 条 件 。 当 4 二 1 时 , 赫 尔 德 条 件 就 是 
利 普 希 茨 条 件 。 


定义 6.2.4 函数 空间 
C™*(0)={u ECc"(2):[D"x] <+%, |a |=m} 
关于 范 数 
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De Ds 
[2 =max >) | Du(x)|+ sup | AE 2 u(y) | 


xzED lel<m rEN, lel=m bom A 

成 为 一 个 巴 拿 赫 空间 , 称 为 赫 尔 德 连续 函数 空间 。 

定义 6.2.5 设 X,Y 是 两 个 巴 拿 赫 空间 ,如 果 XCY, 并 且 存在 常数 C 二 0 使 得 

lzls<Clzlzs, VrzexX; 

那么 称 X 嵌入 到 Y, 记 为 XCY。 

注 ”例如 当 整 数 0m < 时 ,C*(Q)CC”(Q), 其 意义 为 C*(Q) 中 的 函数 比 
C”"(0) 中 的 函数 有 较 高 的 光滑 性 。 

本 节 的 重点 是 下 面 的 嵌入 定理 。 

定理 6.2.6( 索 伯 列 夫 嵌 入 定理 ) 设 Q 是 R" 中 的 有 界 区 域 ,1] 委 训 二 十 cc 。 对 
任意 的 正 整 数 & 有 


np ck n 
[= 3 当 k < 三， 
L"(O)， gq= 
Wh?(Q) C4 | 任意 整数 ， 当 k 之 地 


GD SRS 
p 


其 中 在 如 的 情形 , 当 4 一 记 不 是 整数 时 ,m 和 分 别 是 4 一 人 的 整数 部 分 与 小 
数 部 分 , 即 存在 非 负 整数 m 使 得 


几 二 一方 坪 交 十 1 时 ,有 一 人 一 大 一 mi 


而 当 k 一 一 加 十 1(m 之 0) 是 整数 时 ,XE (0,1) 是 任意 的 。 


注 当 Q 的 边界 22 具有 适当 的 光滑 性 ,上 面 的 定理 对 于 空间 W**(Q) 也 成 
立 ( 其 证 明 可 参考 文献 [3])。 

类 似 于 W3”*(Q) 中 的 有 界 集 在 L?(Q) 中 为 列 紧 集 ,我 们 有 下 面 的 紧 咎 入 。 

定理 6.2.7( 紧 嵌入 定理 ) 设 


js<v<- 世 ， 当 n 一 kp 之 0， 
4 各 一 于 才 


| 为 任意 正 数 ， 当 # 一 kp 之 0， 
则 嵌入 算 子 
机 
是 紧 算 子 , 即 W***(Q) 中 的 有 界 集 在 L"(Q) 中 为 列 紧 集 。 


御 6.3 弱 导 数 


6.3 弱 导 数 


本 节 给 出 弱 导 数 的 定义 ,并 将 证 明 弱 导数 与 之 前 的 广义 导数 是 等 价 的 ,从 而 加 
深 我 们 对 于 索 伯 列 夫 空间 中 导数 的 了 解 与 应 用 。 
我 们 记 
天 术语 和 DVD EE NY, 
定义 6.3.1 对 wuELL(Q), 如 果 存 在 vELL.(Q) 使 得 


| vpdx 一 (一 1)1| | uD'ygdx, VPpECCO)， 
0 n 


则 称 v 为 & 在 2 中 的 |e | 阶 弱 导数 ,并 仍 记 为 v= 二 D"u。 

定理 6.3.2 弱 导 数 满足 下 列 基本 性 质 : 

(1) 车 函数 可 导 , 则 导数 一 定 是 弱 导 数 ; 

(2) 对 指定 的 a ,函数 wxELix(2) 的 |e | 阶 弱 导 数 最 多 只 有 一 个 , 即 如 果 有 两 
个 不 同 的 弱 导 数 , 仅 可 能 在 一 个 零 测 集 上 存在 差异 ; 

(3) 如 果 D“u 是 在 2 中 的 弱 导 数 ,Q2’CQ, 则 Dw 也 是 在 Q' 中 的 弱 导 数 ; 

(4) 如 果 在 Q 中 有 弱 导数 Du 二 v,v 在 Q 中 有 弱 导 数 Dhv 二 w, 则 在 Q 
中 有 弱 导数 D*+pu 二 vw。 

例 6.3.3 函数 wz) 一 |z| 在 区 间 ( 一 1,1) 中 没有 导数 ,但 它 在 (一 1,1) 中 有 
弱 导 数 


0 
v=Du = 
一 1 莹 雪人 5 


证 一 方面 
| pugar -| 和 一 ?dz +| dz a 
另 一 方面 ,根据 YepECI(L 一 1,1]) 有 yp( 一 1) 一 p(1) 一 0, 利 用 分 部 积分 得 到 


1 "0 六 是 | 0 和 
| up’ dz | xzp dr | OP dr | gdr | gdr, 
= 0 = 0 


所 以 
| Dugdzx -二 up’ dx， 
最 后 根据 弱 导 数 的 唯一 性 ,得 到 v= Du 。 证 毕 
例 6.3.4 设 n 宇 3,B1(0)CR”。 函 数 u(x) 二 In|x| 在 B1(0) 中 没有 导数 ,但 


它 在 B; (0) 中 有 弱 导 数 Diu 二 


Ti 
[号 | 
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下 面 的 定理 保证 了 广义 导数 与 我 们 新 定义 的 弱 导 数 是 等 价 的 ,具体 的 证 明 请 
参考 文献 [3,p. 129] 。 
定理 6.3.5 设 三 1, 函数 wxEL 名 (2) 有 弱 导数 Du 一 v€Lf.(Q) 的 充 要 条 
件 是 : 存在 整数 &(|e | 委 & 委 cc) 及 函数 序列 {w。 }CC“* (2) 使 得 当 疡 一 ce 时 
Un > Us 在 Lf 让 


Dw, 一 v， 在 Lf.(Q) 中 。 
注 因此 ,之 前 的 W*?*(Q) 也 可 以 用 弱 导 数 来 定义 : 
W*?(0)= 二 {u € Lf 人.(0):u 有 弱 导 数 D*u,1 二 | a | 二)。 


6.4 弱 解 


考虑 下 面 的 带 有 狄 利克 雷 边 值 的 泊 松 (Poisson) 问 题 : 
—Au=f(x), x EN, 
u 一 0， x € Ns 
其 中 OCR" 是 一 个 有 界 区 域 ,f EL?(Q), 下 面 我 们 把 此 方程 简称 为 狄 氏 边 值 问 
题 。 因 为 狄 氏 边 值 问题 中 包含 A 算 子 ,因此 人 们 自然 的 是 想得到 解 EC (CQ)( 此 
时 称 x 为 古典 解 ) ,但 人 们 发 现在 证 明 一 般 存 在 性 结果 时 遇 到 很 大 困难 。 于 是 人 
们 改 成 先 求 更 一 般 意义 下 的 解 并 证 其 存在 唯一 ,再 证 其 光滑 性 ,这 样 一 种 途径 成 为 
近代 偏 微分 方程 理论 的 基本 方法 ,也 正 因 为 如 此 泛 函 分 析 才 成 为 研究 近代 偏 微 分 
方程 理论 不 可 缺少 的 工具 。 
定义 6.4.1 如 果 函 数 w€E Ho6(Q), 满 足 


| pu: podx =| fodx, Vv € Hi(Q), 
0 a 


那么 称 函 数 x 是 狄 氏 边 值 问题 的 弱 解 (或 者 广义 解 ) 。 
注 古典 解 一 定 是 弱 解 。 如 果 wE€C*(0Q), 并 且 是 狄 氏 边 值 问题 的 解 ,那么 方 
程 两 边 积分 得 到 


| 一 Au + vdx =| fodx, Vv €E C0),v | =0, 
a a 
在 左边 应 用 格林 (Green) 公 式 得 


| — Au * vdx -| Du * Dvdx— Suuds 
a a 


an Aan 


-| Du »* Dvudx, 
n 


(4 习题 6 .117 


| ms 。 Dudx =| / “vdx, VvuEC’(N),v lo 一 0; 
最 后 根据 {v:v€EC?(Q),vlag 二 0) 在 日 i1(Q) 中 稠密 , 当 u EHi(Q0) 及 fEL?(Q0) 
时 可 得 
| ms » Dudx =| fodx, Vv € Hi(Q), 


注 ”在 偏 微分 方程 理论 中 还 会 知道 ,在 一 定 的 条 件 下 , 弱 解 也 是 古典 解 。 
本 节 的 目的 是 应 用 里 斯 表示 定理 得 到 狄 氏 边 值 问题 弱 解 的 存在 唯一 性 。 
定理 6.4.2 VfEL (0), 狄 氏 边 值 问题 的 弱 解 存在 唯一 。 

证 ”存在 性 : 根据 庞 加 莱 不 等 式 , Vu,vE€H3(Q)， 


(uv) =| Ds » Dvudx 
是 Hi(Q) 上 的 一 个 内 积 , 其 范 数 为 
lxla=(| 1 pu lear)™. 
再 根据 积分 形式 的 赫 尔 德 不 等 式 ,有 
EAA 
上 式 表明 


or | fvdx, Vv€ 万 CO) 
n 
是 电 i;(Q) 上 的 一 个 连续 线性 泛 函 。 
应 用 里 斯 表示 定理 , 3 uo。€ H3(Q) ,使 得 
(uo sv) -| Vuo 。 vodx =| fodx, Vv € Hi(Q), 
n n 


从 而 uo 是 一 个 弱 解 。 
唯一 性 : 假若 wo 与 ui 都 是 弱 解 ,那么 


cm 一 mso) 一 | Ve — ud) + vodx =| fodx —| fodx =0, Vv € Hi(Q), 
a a a 
根据 v 的 任意 性 , 取 v= 二 wo 一 wi , 即 得 wo 一 za 。 证 毕 


习题 6 


1. Vu,vEHHi(Q0) 定 义 


(uv) -| 1 。 vdx +| Du »。 Dvudx, 
a a 
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证 明 (u,v) 为 内 积 ; 特别 地 ， 
Go 一 | Ds 。 Dudx 
也 是 妃 ,(C2) 中 的 内 积 , 即 互 *(C2) 中 的 范 数 可 取 为 
1/2 
les=(| pe az) ”. 
2. 在 区 间 ( 一 1,1) 中 设 函 数 
1， 当 z 为 无 理 数 ， 


co -| 
0， 当 >z 为 有 理 数 ， 
证 明 u(x) 有 弱 导 数 Du 二 0。 
3. 设 YpECi([ 一 ,十 cc]), 即 op( 一 co) 王 p( 十 cc) 一 0, 设 单位 阶 暑 函数 
1 
ne) =| 
Qs -0 


证 明 媚 (x ) 有 弱 导 数 DH(z)=6(z) ,其 中 | sz)p(Cz)dz -yt 
4. 根据 弱 导 数 的 链 法 则 性 质 : 如 果 f E C!(R), 了 几乎 处 处 有 界 ,u E 
Wi!(Q), 则 


D(f eu)=f (uDu, 
求 下 面 函 数 的 弱 导 数 : 


f= Fi, Vu ewW'n)., 


习 题 1 
1. 对 于 任意 的 &AE2Z-” ,利用 绝对 值 的 三 角 不 等 式 得 到 
| zi—ys [| zi |+l yi |<sup | wi |+sup | 站 | 二 十 co， 
kEZt kEZt 
所 以 由 & 的 任意 性 知道 sup |zx 一 ye 去 十 cc 有 意义 。 
kEZT 
类 似 地 ,对 于 任意 的 AE2Z- 我 们 有 
| le = | | 
委 sup | zk 一 zt | 十 sup | xx 一 ye |, 
kEZt kEZt 
所 以 再 根据 上 式 &A 的 任意 性 得 到 
sup | zi — yr | 魏 sup | zk 一 ze | 十 sup | z4 — ye |。 
kEZt kEZt kEZt 
2. 对 于 实数 集 R 中 的 数列 {x,}), 反 设 z, 一 a 并 且 z, 一 (2 一 co), 即 Ye 二 0， 
3NE2Z+ , 当 ”>N 时 下 式 成 立 


E 
| ws al< | wi a 
此 时 有 
0<la—b |<la—z, | 十 | xz, —6 |< 了 +=， 


再 根据 s 二 0 的 任意 性 ,推出 a 二 56, 所 以 数列 {zx,}) 的 极限 唯一 。 

3. 假设 实数 集 R 中 的 数列 {x, } 收 化 于 a, 即 对 于 e==1, 3 N E21 ,使 得 a 二 N 
时 , 恒 有 下 式 成 立 

| | 
那么 当 ”>N 时 得 到 
| zx。|< max{(|a 十 1|, |a 一 1 | 
取 M;: 王 max{|zi|,|zs|,…，|zwl) 及 M 一 max{(Mi,M:}, 则 有 
[xi|M, Vn€ Zt, 

所 以 数列 {z,} 有 界 。 

4. VziyzaER ,由 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,存在 4€ (zxi,xs) 或 者 EE€ (zzzi) 
使 得 

| fd | (| z= lM [mw =a 
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则 Ve 二 0， , 取 6 一 二 ,5 只 要 |zi 一 zz|<0 ,就 有 


| f(z) — f(zrs) |< M6 =e, 
故 f (x) 在 R 上 一 臻 连续。 
5. 由 一 致 收敛 的 性 质 知 f 在 [a ,565] 上 连续 , 故 了 在 [a,b6] 上 可 积 。 再 
收敛 的 定义 , Ve>0,3NE2Z+ ,使 得 YzE[a,o], 只 要 ?2 盖 N ,就 有 


洪 


| FD fd | 
不 一 渍 
从 而 有 
| 六 区 -| fde 


故 命题 成 立 。 
6. 根据 1 十 n?x? 宇 2nzx 得 到 


6 b 
<| | F.C— (EY | dx <| 


E 
dz 一 s， 
一 各 


葬 
人 
1 十 m2xz2 、27 


Ye>0, 取 N= 云 , 则 当 w>N 时 ,VzE[o,1] 有 
部 1 
| -ol< 直 < 
所 以 函数 列 f, 在 [0,1] 上 一 致 收敛 到 函数 f,f (x) 二 0,z EL0,1]。 根据 一 致 收 
敛 的 性 质 得 到 


1 
lim| | z =| lim 二 9 | 0dz =0。 
| 隐 ,有 0 


7. 因为 
1 十 z2z2 > 2nzr, 
故 有 
nz a 
| 于 
| 人 2 E 工 ([0,1]) 
同时 ,Vx E[0,1],lim Ts 一 0, 故 根据 勒 贝 格 控制 收敛 定理 有 
nz nz 
tin], a ,lim 二 d 十 Se 


8. 设 巨 为 可 测 集 ,f:E 一 R 为 连续 函数 。 对 于 <cER , 设 zEE(CF>a), 由 函 
数 的 连续 性 ,存在 z 的 一 个 邻 域 U(xz) 使 得 
Uy MM EE > 
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设 G= _U UG), 则 
IEE(f>a) 
Ne=( | WanNneE= UYU wylEc Eo >a), 


IEE(f>a) IEE(f>a) 


另 一 方面 ,根据 G 必 E(f 之 a) 得 到 
ol ed oe EE 而 起， 
从 而 
Pe nl oa 0 
最 后 根据 G 为 开 集 且 瓦 为 可 测 集 , 得 到 GNE=E(f 这 a) 为 可 测 集 。 
9. (1) Vzx,yEC([a,b]) 及 Ya,bER 有 


Tas thy | car Hby)ds < = 中 sd 
= (zy oT(Cys 


所 以 工 是 线性 算 子 。 
(2) Yrisx2ECl[a,bj]), 若 有 T(z) 二 T(xs), 则 有 


pe | [二 
等 式 两 边 同 时 对 上 求 导 ,得 
zi) 一 za) 一 0， Vt €l[a,b], 

从 而 有 zi =zy, 故 工 是 单 射 。 

(3) 对 于 1E€EC!'([a,6]), 若 工 是 满 射 , 则 xEC(C[La,6j) ,使 得 

[a=1, 

等 式 两 边 同 时 对 上 求 导 ,得 zz)=0, 了 矛盾, 故 工 不 是 满 射 。 

10. 当 p= 二 1, 结 论 显然 成 立 。 当 p 记 1 时 ,由 赫 尔 德 不 等 式 , 有 


Dl zt ys = | Ze ys | 本 医 汪 Wy | 
k=1 k=1 
和 | 
k=1 bel 


3 po 0 


(Plat em) DE 站 


k=1 


(Platy 中 [人 


时 1 


( 
D1) +(P1y, He 


k=1 k=1 
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等 式 两 边 同 除 以 ( | x, 十 y |*) ,得 


令 "co 得 到 不 等 式 。 
习 题 2 


1. (1) 正定 性 : 明显 地 d(xz,y) 宇 0, 且 
d(r'y)=0SOr =y。 

(2) 对 称 性 : d(x,y) 二 d(y ,Xx) 显 然 。 

(3) 三 角 不 等 式 : Vx,y,zEX ,不 妨 设 x 关 y, 则 有 
U(x ,y=1Ad(r i) dz ys 

故 三 角 不 等 式 成 立 , 所 以 (X ,d) 是 距离 空间 。 

2. (1) 正定 性 ; 对 任意 的 zx,y€EX,d(x,y) 宇 0， 
d(xz,y) =0Sd (rz,y) =0Or =y。 

(2) 对 称 性 ，d (x ,y) 二 d(y ,zx) 显 然 。 


(3) 三 角 不 等 式 : Vx,y,zEX, 因 为 函数 g(1) 二 和 在 [0, 十 吕 ) 上 单调 增 
加 ,所 以 


d(x oy) dlrss) (zsD) CE 可 《20 
< 过 二 ， 
ld(zsy) l+d(z,z)++d(z,y) lad(zsz) 1+adl(z,y) 


即 d(x,yy) 生 d(x,z) 十 d(z,y)。 因 此 d(x,y) 也 是 距离 。 


d(x»y) 


a VzoEB, 取 一 二, 则 由 B.(zxo) 门 A 关 如 知 存 在 x, EA 使 得 


1 
d(x :x0) =—, 


n 
即 x, 习 zoln 阅 oO), 所 以 A 在 B 中 稠密 。 
4. 必要 性 : 在 离散 距离 空间 (X ,d) 中 有 


0s 六 二 
d(xz,y)= 
V5， 汪 过 守 6 


因为 X 可 分 ,所 以 X 存在 可 数 稠密 集 A = {zi,zs,…)}。 假 设 X 为 不 可 数 集 , 则 
A 尖 X。 对 zoEXNA, 当 r<1 时 ,有 

B,(rx) NA={r} NA=g, 
这 与 A 在 X 中 稠密 矛盾 , 故 X 是 可 数 集 。 
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充分 性 : 若 X 为 可 数 集 , 则 X 的 可 数 稠密 子 集 可 取 为 X 本 身 , 所 以 X 可 分 。 
5. 设 A 是 R? 中 的 有 界 集 , 则 对 于 任意 的 {(zv,yv,)}CA ,点 列 {zv},{fyv} 均 
为 及 中 的 有 界 点 列 。 由 列 紧 性 定理 ( 即 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 ) : 实数 集中 有 界 数列 必 
有 收敛 子 数 列 ,存在 {z,} 的 子 列 {zw }) 及 xER ,使 得 
wh = (Keds 


同 理 , 对 有 界 数列 {y, } ,存在 子 列 {y,，} 及 >yER ,使 得 


Vn (os 


故 {(x,，y,)} 有 子 列 
Ce Wi 2 DE R2 (0 一 co)， 
所 以 A 为 列 紧 集 。 
6. 设 (X,d) 为 距离 空间 ,{z,} 是 一 个 柯 西 列 , 即 
lim d (x, 人 
则 对 于 ese=1, 3NE2Z， 当 冯 二 N 时 有 azorz)< 王 1 取 M= 
max {d(CzwyzNw)}, 则 对 于 任意 的 zEZ- 有 


l1<m< 
def 


d(xz,sTN) <M+1Er, 
即 {x,}CB, (zo), 所 以 {zx,} 是 有 界 集 。 

7. 必要 性 : 假设 {x,)}CM ,使 得 x, 一 +。 由 于 收敛 列 为 柯 西 列 , 故 由 M 的 完 
备 性 得 zx, 一 +EM, 所 以 M 为 X 中 的 闭 集 。 

充分 性 : 设 {z,) 为 M 中 的 任意 柯 西 列 , 则 它 也 是 X 中 的 柯 西 列 ,由 X 的 完备 
性 知 了 3zEX, 使 得 zx 一 zz。 再 由 M 为 闭 集 知 道 zxEM, 从 而 有 (CM,d) 完 备 。 

8. 设 (X ,qd) 为 距离 空间 ,TT:X 一 X 为 一 个 压缩 映射 , 即 存在 常数 0< < 到 1 使 
得 Vz,yEX 都 有 

d(Tz,Ty) <Ad(zr,y)。 
Ve0, 取 6 二 e/4, 则 当 d (zx,y)<6 时 就 有 
d(Tzx,Ty) < Ad(r,y) <A0=e, 

故 压 缩 映射 工 是 X 上 的 连续 映射 。 

9. 存在 性 : 由 于 A 是 闭 集 , 故 A 为 X 的 完备 子 空间 ,由 A 上 的 压缩 映射 定 
理 知 T" 在 A 上 有 唯一 不 动 点 x “使 得 T"(x* ) 二 zx” 。 另 外 

A i EM Br 
即 Tz 也 为 T" 在 A 上 的 不 动 点 , 故 由 不 动 点 的 唯一 性 ,得 
Te 

即 x* 是 工 的 不 动 点 。 

唯一 性 : 设 y 为 了 的 另 一 不 动 点 , 则 
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t=" 
即 y 也 是 T” 的 不 动 点 ,由 T” 的 不 动 点 的 唯一 性 知 y 二 z+”。 
10. 假设 算 子 :CC([0,1]) 一 C([0,1]) 为 
(Tr)(1)=rsinr (i) + 9(1), 
则 工 在 C(L0,1]) 中 的 不 动 点 是 原 方程 的 连续 解 . Yz,yEC(L0o,1]) ,由 
d(Tz,Ty) =—max | (TD — (Ty) (2) =r max | sinz (4) — siny(#) | 


去 r max | z() 一 y(G) |=rd (zr,y), 
知 工 为 完备 距离 空间 C([L0,1]) 上 的 压缩 映射 , 故 由 压缩 映射 定理 , 工 在 C(L0,1]) 
中 有 唯一 的 不 动 点 , 即 原 方程 在 [0,1] 上 存在 唯一 的 连续 解 。 
11, 对 于 zEL2([e 0])， 令 
(Tz)(t) =/f +p Ka ds, 


则 由 赫 尔 德 不 等 式 , 有 


| 


b 
| K(t,s)xr(s)ds 


2 b b b 
dt <| | KC)ds| Gd] dt 


b bfb 
| x (s)ds -| | K’(t,s)dsdt 一 十 co， 


所 以 TrEL?([a,5]), 即 TT:L?([a,b])>L?([a,6]), 并 且 荆 的 不 动 点 就 是 方程 
的 解 。 
对 于 任意 的 zx,yEL ([e ,6b]) ,利用 赫 尔 德 不 等 式 得 到 


b 1/2 
dcTz,Ty) (| | CTz)G) — (Ty) (0) 1:dr) 
b b 2 1/2 
-(| a] Ke) — ys di ) 
b b b 1/2 
ial(| rscwas| ey 外 lds | ai) 


时 (| Rs)asade) do,y), 
取 |w| 充 分 小 ,使 得 


| (ff r,sasar) MEA <1， 
则 工 为 压缩 映射 , 故 存在 唯一 的 不 动 点 zEL*([a,6]), 即 方程 有 唯一 的 解 。 
习 题 3 


1. 设 {z,} 为 赋 范 空间 (X, | 。 | ) 中 的 点 列 ,z, >zx; 取 e 二 1, 3 N E21 , 当 
7 之 N 时 
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ES < i se < ee 
设 Mo 二 max { | zi}, 则 有 
lz <M+1l+ lr) eM, vneZt, 
即 {z,} 有 界 。 
2. (1) 在 赋 范 空间 X 中 , 设 z, 一 zy 一 y(2 一 co), 则 由 
1 zz, 十 2 一 (十 J‖ 委 zx 一 | 十 一 > 一 0 
知 当 mco 时 ,z, 十 y, 一 并 十 y。 
(2) 设 xz 一 zz 数列 ,一 cx, 则 {c,} 有 界 , 从 而 由 


外 | 二 | 


三 | De 4 lo =a lw =0% 
知 当 7 -co 时 sf ed 
3. (1) 正定 性 : 4 (x,y)== 上 zx 一 y ‖ 大 0, 并且 
d(xr,y) | >x y | 0Sr =y。 


(2) 对 称 性 : 


azy) 一 |z 一 y| =|—1| ly—zl|=ly—zl=ad(y,z). 
(3) 三 角 不 等 式 : 对 于 任意 的 z,y,zEX， 
dzy)= 一 lz 一 yy 有 入 1 外 xz 一 > 十 zx 一 > =dCzz) 十 dy)。 


所 以 d(x,y) 为 X 上 的 距离 。 
4. 易 知 |。| ,与 | .| :是 C(La,o]) 上 的 范 数 ; 由 于 


(| ul) Fae) <(| ataol ul1) ?di) 


1/2 


< 好 (| uw ia) ， 
即 
lal < ul, 入 vV21xla， 
故 上 ，|; 与 上 ， 汪 ;是 两 个 等 价 范 数 . 
5. VxEX, 设 存在 {x,}CX ,使 得 rz, 一 zz 一 co), 则 有 
0), 
此 时 ,根据 工 在 zoEX 处 的 连续 性 得 到 
人 一 二 一 
故 Tz, 一 Tz(2 一 co)。 
6. 必要 性 ; 设 A 为 X 中 的 有 界 集 , 则 3M>0, 使 得 
lzl|l <M, Vr€EA, 
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再 由 了 有 界 , 3 Mi 这 0, 使 得 
ITzl| <MIlzrl| <MM, Vr€A, 
故 T(A) 为 Y 中 的 有 界 集 。 
充分 性 : 集合 
为 X 中 的 有 界 集 , 从 而 有 
1 
是 Y 中 的 有 界 集 , 于 是 3M>>0, 使 得 VYzEXN{0}, 有 
| Tz -| 1 
rr -| < 


[让 委 收效 s 
显然 此 式 当 x 二 0 时 也 成 立 , 故 了 有 界 。 
7. 设 {x,}Cker(T), 即 T(x,)==0(YnE€2t), 设 zx, 一 x(n 悦 co), 则 有 
Tes 3— Ty = Ts —z>|[ 和 | | 一 交 | 至 你 


即 


所 以 
TUx) limT (zx,) 一 0， 
即 zEker(T) , 故 核 空间 是 X 的 闭 子 空间 。 
8. 由 算 子 范 数 的 定义 得 到 
IT = sup, | Tz ub | oz = sup, lal lz =|lal, 
所 以 上 T==1al。 
9. YxEL'([a,6]), 有 


| )ds 


b 
< lz | go lel, 


| Tz | =max 
tiE[a, 扫 


帮工 | 之 1; 进一步 地 ,我 们 取 zs 一 二 一 , 则 


b 
| -| | wa) | = dz 一 1， 
并 且 
生 | ed: 
le gs] sa -| 
根据 定义 得 到 


1TH 一 sp 1 Trl > | Tz 1 =1, 
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所 以 T=1。 
10. 设 {x,} 是 B(2) 中 的 柯 西 列 , 则 Vs>0,3NE2Z+ ,使 当 加 ,2 之 N 时 有 
| ,一 xz。 | =sup | us, (1) —u,(t) |<e。 
zE0 
固定 teEQ ,有 


| = I<sup | ul) —ualt) | <e, 
故 {u(to)} 是 R 中 的 一 个 柯 西 列 , 由 R 的 完备 性 , 知 3vw (to) ,使 得 
Wi(Eo) A) (m0 
上 面 不 等 式 中 令 m 一 吕 , 有 
| u(to) —u(to) | 委 e。 
再 由 to 的 任意 性 ,有 
| 一 & ll =sup | zx) 一 xi) |<e, 
tED 
从 而 有 ,一 wu(VYVtEQ)。 最 后 ,由 
sup [we | sap | wl — wy 0) [eup.| wn tt) [e+ Dwisn | <+ 80s 
4e sen sen 
知 w€EB(Q), 所 以 B(Q) 是 巴 拿 赫 空间 。 
11. 设 算 子 列 T, :1* 一 1 为 
Tw=(ari ma 0 0)s Vr EL 
则 算 子 T, 的 值 域 是 有 限 维 的 , 故 T, 是 紧 算 子 。 
根据 ww, 一 0,Vs>0,3NEZ+, 当 >N 时 ,有 |a, | 过 e; 因此 当 n 二 N 时 


1/2 


wy 1/2 3 
TD Det) <e(D at) <elzl, 
k=nt+l 


k=n+l 


即 
1T,—TI <e, 
所 以 上 T, 一 TT 一 0(n 一 oo), 故 了 也 是 紧 算 子 。 
12. VgpED, 根 据 


i 
(6’,9)=—(6,9") --| 6Cz)p'Cz)dz 一 一 2 (00)， 
得 到 (0 ,p) 一 一 (0) 。 


习 题 4 
b 
1. (1) 正定 性 : ‘xox) | zx (2)dz 兰 0; 并 且 


b 
(Ze 并 》 -| zz(t)di =0Or(1) =—=0,a.e.., 


(2) 对 称 性 : (z,y)=(y,z) 为 显然 。 
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(3) 线性 性 : Vrx,y,zEC!'([a,6]) 及 VE,LER ,有 
Cz tlys8) = Gr td = 人 zede) + (| yede)=h (es) + Ly), 


因此 (LCfa,6]),《。,。)) 是 一 个 内 积 空 间 。 
2. 由 于 zi1,xs，… ,x 两 两 正 交 , 故 Vi 了 kh, 有 (x ,x;) 二 0, 因 此 


| Dx ?= ( Dap De) = Oa) = Dm) = 证 亏 
k=1 k=1 i=1 k=1 i=1 k=1 k=1 
所 以 命题 成 立 。 
3. 对 于 正 交 系 中 的 向 量 x1 ,x;,… ,x, ,假设 
1 
则 YA 王 1,2,…,2, 根 据 正 交 性 有 
0 一 (xuyaixl 十 asxs 十 十 ax 一 (zyakxtt =ar xi xX) 一 ax ||? 
因为 xi 关 0, 所 以 a,==0, 故 x1 ,xs，…,x。 线性 无 关 。 
4. (1) YrzEM, 由 xz] 上 M+, 知 zECM+)+ ,从 而 有 
M CM+)+, 
(2) VxE (M+)+ ,由 正 交 分 解 定 理 可 设 
X=Xi+zrisri E M,r, EML。 


由 x 上 | x, 可 得 
(zayza) 一 (zl 十 zzyz2) 一 (Za) 一 0， 
从 而 有 zz 一 0, 得 到 xz 一 ziEM, 即 
(M+)+CM., 
5. VYzxE 昌 ,由 正 交 分 解 定 理 可 设 
关上 四 十 人 一 要 2 
其 中 Pr€EM, (x 一 Px)EM+ ,所 以 得 到 
(Pzroz) 一 (Pz,Pz 十 zx 一 Pz) 一 (Prz,Pz) 一 | Pz | ’。 
6. 根据 f(x) 二 (zx,y) 及 内 积 的 性 质 ,f 的 连续 性 显然 ; 再 根据 施 瓦 茨 不 等 式 
| f(z) 1=| zy) I< zl lyl, 
得 到 上 fl 三 ly, 即 fEX"*; 另外 , 取 x 二 y 冯 9, 得 到 
| f(z) |=| (yy) |=|y 1’, 


所 以 171=1y 1 。 
习 题 5 
1. 不 妨 设 + 冯 9, 则 由 汉 恩 - 巴 拿 赫 延 拓 定理 存在 六 上 的 有 界线 性 泛 函 满足 
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tz)= Dsl 有 Fl = 
并 且 根 据 {z,} 弱 收敛 于 z 得 到 
f(x) =limf (zx,), 
因此 
=F =limf (x,) <lim [Fl lxall 1, 

2. (1) 对 于 任意 的 xEX, 由 于 X。 在 X 中 稠密 ,所 以 存在 {z, ) >:CXo, 使 

得 x, 一 z+。 明显 地 ,存在 M>0 使 得 
Tozx,— Tox,l <MIz, mz >0 (am 一 co)， 

所 以 {Tozx,),z1 是 Y 中 的 柯 西 列 ,根据 Y 是 巴 拿 赫 空间 , 故 可 设 > 一 limToz， EY 

令 Tz—limToz, ,下 证 Tz 不 依赖 于 收敛 于 zx 的 点 列 {x,),zi 的 选取 。 事 实 
上 ,假如 zz, 同时 y, 一 z, 则 

| Tuz, 一 Tuy, | = 外 Tcz 一 yw)‖ 和 MIz, 一 | 一 0， 

所 以 Tr=limToy,. 这 表明 T 的 定义 是 合理 的 。 

(2) 根据 T。 的 线性 性 质 可 知 工 是 X 到 YY 的 线性 算 子 , 并 且 

Te Ti WE Xs 

另 一 方面 ,对 于 任意 的 zEX, 若 {zx,},>1CX。 并且 xz, 一 z, 则 


| Tz 1 =im| Toz, | < Tllimlz,l=1T,l zl, 
所 以 上 Tl 二 T。1, 即 TEB(X,Y); 再 结合 
= $s -上 宇 s .| 二 
171 zexs Pi | Tz ee | Tz | | T。 | 


即 可 得 出 外 T1=|To. ll 。 
(3) 下 证 唯一 性 。 假 如 T。 可 以 延 拓 成 X 到 Y 的 有 界线 性 算 子 T 和 T, 则 对 
于 任意 的 zxEX, 取 {zx,),=1CXo 并 且 xz, 一 z, 则 
Tz =limTzx, AlimT’z;, =T’z, 


noo noo 


由 xEX 的 任意 性 得 到 T= 二 T'。 
3.. 根据 > 62 二 吕 得 到 z= 二 (6b1,62,…) EL?。 令 算 子 TL? 一 由 为 
k=1 


T,X =(aibis ya.b, 0…)， 
则 有 


sup | T,z | =sup >) | wiDbs 3 | aibs | 去 十 ce， 
nmE 2 mEZ+ k=1 k=1 


故 由 共鸣 定理 , | T, || 一 致 有 界 。 
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(2) 下 面 来 计算 | T。|| 。 因 为 
n n 1/2 nn 1/2 an 1/2 
lr =D hat ts (Za) (3) <(Pa) lal, 


La 1/2 
故 有 1T, 1 <( ei) 。 取 


则 | Xo | 三 1, 此 时 
n 1/2 nn = n 1/2 
I Tzol =(Dai) asasans0.) | =( Pat) ai=(Dai) ， 
k=1 


所 以 


从 而 得 到 


4. 必要 性 ; 设 xz, 一 >x ,要 证 Tr, 一 Tx。 反 设 存在 eo。 之 0 及 {n,) 使 得 
| 7 = Tz Si 


根据 xz, 一 >z ,由 共鸣 定理 , {z,} 有 界 。 又 由 工 为 紧 算 子 ,{Tz。} 中 有 子 列 
收敛 ,不 妨 设 
于 过 一 之 。 
但 是 VfEY* 有 
| fTzs, 一 Tz) |=| ACTCzs 一 z) IS NA ITH Iz, —zl 一 0， 


所 以 Tx, 一 >Tx ,从 而 Tx 二 z, 蔬 盾 。 


充分 性 : 设 {z,}CX 有 界 ,根据 X 为 自 反 空间 , 必 有 子 列 xz, 一 >z, 则 Tr ,一 
Tz ,所 以 了 为 紧 算 子 。 
5. 必要 性 : 因为 T-: 有 界 , 所 以 存在 常数 Mu>>0 使 得 
17T yy 和 Molyl，yYyEDT-)。 
VzEX, 设 Tz=y, 即 一 T-:y, 得 到 
lzl=l1lTIyl|l <Mlyl| =MlTrl|, Vr€EX, 
所 以 


¥ le 
1Tzl 兰 二 zl 兰 Mlzl，YVzeExXi 
Mo 
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充分 性 : 若 Tx 二 0, 则 
0= 必 Tz 全 Ms 
所 以 +=9, 即 了 是 单 射 ,因此 T ”存在 。 设 yED(T ), 则 存在 zxEX 使 得 x 二 
T :yy, 此 时 根据 条 件 得 到 


到 1 
lIT*yl=lzl <wlTl=1y1; 


所 以 T-! 有 界 。 
6. 由 TEB(X,Y), 知 365 之 0, 使 得 
ITzl lzl|ls Vie¥s 
又 人 是 双 射 , 故 由 逆 算 子 定理 , 知 T”! 存在 且 T "'€EB(Y,XX), 故 又 9a 之 0, 使 得 


a 1 
1 > 上 <=lyl, Vy EY。 


取 y 王 Tz ,就 有 
alzl| <lTrl|, vrE€EX, 
7. (1) Va,BPER ,Vz,yEker(T), 由 于 
T(artBy)=aTz++BTy =0, 
故 az 十 ByEker(T),ker(T) 为 X 的 线性 子 空间 ; 
(2) 设 {zx,}Cker(T), 且 xz, 一 zx, 则 由 Tx, 二 0 得 ‖ Tx, | 一 0, 由 闭 算 子 的 性 
质 , 有 Tx 二 0, 故 xEker(T), 所 以 ker(T) 为 X 的 闭 子 空间 。 
8 设计 TZ YE 
CT — yy lim(Tz Tey lim(x 证 < 


= (lim(z — zx,), Tz) = 
知 Tz=y, 故 工 是 闭 算 子 ,由 闭 图 像 定理 ,T 有 界 。 
习 题 6 


1. (1) 正定 性 ， cs 一 | ur dz +| | Du |:dz 宇 0, 并 且 
a a 


(uu) -| udzx +| | Du |:dz =0u =0,a. e. 
a a 


(2) 对 称 性 : (u,v) 二 (vv,w) 显 然 成 立 ; 
(3) 对 变 元 的 线性 性 : Vu,v,wEHH3(Q) 及 Va,bER ,下 式 成 立 
au tbv,w) =alu, wo (vw), 
所 以 (u,v) 为 内 积 。 与 内 积 (u,v) 相 应 的 范 数 为 


1/2 
| zl -(| udz 十 | | Du lzdz) 
a a 
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类 似 地 可 知 (uo) =| Du . Dudz 也 是 内 积 ,根据 庞 加 莱 不 等 式 .存在 C 二 0 
使 得 
ll 和 和 zisC+D popdz=C+Dlelia， 


即 |x 1 与 上 xz | 等 价 , 故 | xl 是 互 ;C2) 中 的 范 数 。 
2. 设 YpECI(CC 一 1,1]), 有 9%( 一 1) 王 2(1) 一 0, 利用 有 理 数 集 的 测度 为 零 及 
分 部 积分 得 到 
| wz -| rd 二 0 二 -| opdr ， 
所 以 根据 弱 导数 的 唯一 性 ,得 到 Du 二 0。 
3. 根据 


和 He He es 
| DH » pdx =-| Ho dz | 9 dr =9(0) -| (zx) » p(xr)dr, 
一 co 一 co 0 一 co 
得 到 DH (x)==6(x)。 


u 


几乎 处 处 ,所 以 根据 弱 导 数 的 链 法 
7 于 有 界 据 数 的 链 


4. 因为 1EC'(R),f'(u)= 


则 得 到 
uDu 
好 十 1 


D(f 0)) =f (uDu = Vu € Wi(0)., 


参考 文献 


步 尚 全 , 泛 函 分 析 基 础 [MJ. 北京 : 清华 大 学 出 版 社 ,2011. 

程 其 圳 ,等 . 实 变 函 数 与 泛 函 分 析 基 础 LM]. 3 版 . 北京 : 高 等 教育 出 版 社 ,2010. 

陆 文 端 . 微分 方程 中 的 变 分 方法 LM]. 成 都 : 四 川 大 学 出 版 社 , 1995. 

庞 永 锋 , 等 . 应 用 泛 函 分 析 基 础 LMDJ. 西安 : 西安 电子 科技 大 学 出 版 社 ,2015. 

胡 国 恩 ,等 .应 用 泛 函 分 析 [LMJj. 西安 : 西安 电子 科技 大 学 出 版 社 ,2011. 

汪 林 . 泛 函 分 析 中 的 反例 LMJ. 北京 : 高 等 教育 出 版 社 ,2014. 

姚 泽 清 ,等 . 应 用 泛 函 分 析 [MJ. 北京 : 科学 出 版 社 ,2007. 

张 恭 庆 , 林 源 渠 . 泛 函 分 析 讲义 [MDJ. 北京 : 北京 大 学 出 版 社 ,2006. 

郑 维 行 , 王 声 望 . 实 变 函 数 与 泛 函 分 析 概要 LM]. 北京 : 高 等 教育 出 版 社 ,1980. 
程 代 展 , 赵 寅 .系统 与 控制 中 的 近代 数学 基础 LMJ]. 北京 : 清华 大 学 出 版 社 ,2013. 
吕 和 祥 , 王 天 明 . 实用 泛 函 分 析 [LM]j. 大 连 : 大 连理 工大 学 出 版 社 ,2011. 

林 源 渠 . 泛 函 分 析 学 习 指 南 LMJ. 北京: 北京 大 学 出 版 社 ,2009. 


